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О Т Д Ъ Л Ъ I. 

Предварительные понятія. 

Г Л А В А I . 

§ 1. Сходныя задачи. Возьмемъ двѣ задачи: 

1- Д в а парохода идутъ другъ другу навстрѣчу изъ двухъ 
мѣстъ, леяеалдахъ на разстояніи 180 верстъ; первый проходить 
в ъ часъ 14 верстъ, а второй 16 верстъ. Черезъ сколько часовъ 
они встрѣтятся'? 

-2. Д в а парохода вышли въ одно время другъ другу на-
встрѣчу изъ двухъ мѣстъ, лежагцихъ на разстояніи 1200 верстъ; 
первый проходитъ в ъ часъ 11 верстъ, а другой 13 верстъ. Черезъ 
сколько часовъ они встрѣтятся? 

Сравнивая эти задачи, мы видимъ, что условія у нихъ оди-
наковы; различаются, эти задачи только числовыми данными. 

Такгя задачи, у когнорыхъ условія одинаковы, называются 
сходными. 

При изученіи ариѳметики намъ весьма часто приходилось 
встрѣчать сходныя задачи. Таковы, напримѣръ, задачи различ-
наго рода на тройное правило, на правило процентовъ, на правило 
пропорціональнаго дѣленія и т. п. 

Очевидно, что сходныя задачи рѣшаются|: одинаково. По-
этому, зная, какъ рѣшается одна какая-либо задача, мы легко 
можемъ р ѣ п ш т ь массу задачъ, которыя сходны съ ней. Но чтобы, 
не тратить понапрасну времени и труда на рѣшеніе всевозмож-
н ы х ъ сходныхъ задачъ, обыкновенно составляется для нихъ одно 
общее руьшеніе, в ъ которомъ указывается, какія дѣйствія и в ъ 
какой послѣдовательности надо произвести надъ данными чи-
слами задачи, чтобы получить искомое неизвѣстное. 

Г. Я . Юревичъ. Курсъ элемент, алгебры. I. 1 



2. Употребленіе буквъ. Для составленія общихъ рѣше-
ній числа обозначаютъ не цифрами, а буквами латинскаго или 
французскаго алфавита: а, Ь, с, d, е, f , <7, h, i, j, k, Im, n, o, p, 
q, r, Sj t, u, v, x, y, z. 

Какую брать букву вмѣсто того или другого числа — все 
равно; но если мы обозначимъ одно число извѣстною буквою, то для 
обозначенія другихъ чиселъ надо употреблять иныя буквы, — 
это дѣлается для того, чтобы не смѣшать одного числа съ дру-
гимъ. Кромѣ того, принято обозначать извѣстныя числа началь-
ными буквами алфавита: a, b с и т. д., а неизвѣстныя — по-
слѣдними буквами: у, z. 

П р и м ѣ ч а н і е . Иногдаразличныя числа обозначаются одною 
и тою же буквою: но, чтобы не смѣшать чиселъ, около буквъ 
съ правой стороны, сверху ставятъ значки: . . . или же 
внизу съ той же стороны ставятъ маленькія цифры: 1, 2, 3 . . . 
Напримѣръ: а а а ' " . . . . , или ах, а2, а3. . . , Читаются такія 
буквы такъ: а или — а примъ, или а первое; а" или а2 — 
а второе; а4" или аэ — а третье и т. д. — Различныя числа 
обозначаются однѣми и тѣми же буквами тогда, когда эти числа 
имѣютъ какое-либо общее значеніе, напримѣръ. — числа одного 
наименованія. 

§ 3. Возвратимся теперь къ первой задачѣ изъ предло-
женныхъ въ началѣ , и обозначимъ в ъ ней числа буквами. 
Тогда задача приметъ слѣдующій видъ: 

Два парохода идутъ другъ другу навстрѣчу изъ двухъ 
мѣстъ, лежащихъ на разстояніи а верстъ; первый проходитъ въ 
часъ Ъ верстъ, а второй с верстъ. Черезъ сколько |часовъ паро-
ходы встрѣтятся? 

Чтобы рѣшить эту задачу, мы будемъ раз суждать такимъ 
же образомъ, какъ разсуждали бы въ томъ случаѣ, если бы 
данныя задачи были выражены числами, а именно: если первый 
пароходъ проходитъ в ъ часъ Ь верстъ, а второй с верстъ, то, 
чтобы узнать, на сколько верстъ они приближаются в ъ часъ, 
надо b и с сложить; сумму эту обозначаютъ такъ: 

Ь + с. 

Далѣе, такъ какъ первоначальное разстояніе между паро-
ходами равно а верстамъ, то, слѣдовательно, они встрѣтятся 
черезъ столько часовъ, сколько разъ сумма b с содержится 
въ а. Частное это обозначается такъ: 

а\ (b -}- с)-



Выраженіе а : (b -f- c) 11 называется общимъ рѣшеніемъ. 
Если в ъ немъ вмѣсто буквъ: a*J> и с станемъ подставлять какія 
угодно числа и выполнимъ указанныя дѣйствія (сложеніе и 
дѣленіе), то получимъ отвѣты для какихъ угодно задачъ [по-
добнаго рода. Такъ, если вмѣсто а подставимъ 180, вмѣсто Ъ — 
14 и вмѣсто с — 16, то получимъ 180: (14 - f 16) = 6, т.-е. 
получимъ отвѣтъ для первой задачи. 

Точно такъ же, если положимъ а — 1200, Ъ — 11 и с = 13, 
то а: {Ь + с) = [1200: (11 + 13) = 50, т.-е. получимъ отвѣтъ 
для второй задачи и т. п. 

§ 4. Понятіе объ алгебрѣ. Наука, имгьющая цѣлью ука-
зать, какимъ образомъ составляются общія рѣшенія для сходпыхъ 
задачъ, называется алгеброй. 

Кромѣ того, алгебра имѣетъ своею цѣлью обобщать самыя 
задачи. Многія задачи бываютъ хотя и различны по своему co-
держанш, но данныя и искомыя числа у нихъ находятся въ 
одинаковой зависимости, такъ что для рѣшенія ихъ надо упо-
треблять одинаковые пріемы. Напримѣръ: 

1. Два ііоѣзда вышли въ одно время навстрѣчу другъ 
другу изъ станцій А и Б, разстояніе между которыми 540 верстъ; 
первый поѣздъ проходить въ часъ 27 верстъ а другой 28 верстъ. 
Черезь сколько часовъ они встрѣтятся? 

2. Два пѣшехода отправились — одинъ изъ Петербурга въ 
Кіевъ, а другой навстрѣчу ему изъ Кіева. Первый проходить 
в ъ день 26 верстъ, а другой 28 верстъ. Черезъ сколько дней 
путешественники. встрѣтятся, если извѣстно,' что отъ Кіева до 
Петербурга 1485 верстъ? 

Сравнивая эти задачи съ первыми, мы легко можемъ замѣ-
тить большое сходство, а именно: искомыя числа и данныя у 
в с ѣ х ъ ихъ находятся в ъ одинаковой зависимости между собою. 
Поэтому, для подобныхъ задачъ составляется одна общая задача 
и одно общее рѣшеніе. 

Общій видъ для подобныхъ задачъ есть слѣдующій: 
Два тѣла, находящіяся на разстояніи d линейныхъ единицъ, 

движутся другъ другу навстрѣчу: первое со скоростью г/, ли-
нейныхъ единицъ въ единицу времени, а второе г/2 линейныхъ 
единицъ въ ту же единицу времени. Черезъ сколько единицъ 
времени они встрѣтятся? 

Общее же рѣшеніе для нихъ, если мы искомое число обо-
значимъ черезъ будетъ слѣдующее: 

х = d: {vx -j- v2). 

Наконецъ, алгебра даетъ намъ общіе способы для рѣшенія 
всевозможныхъ ариѳметическихъ задачъ. (См. уравненія.) 

і* 
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§ 5. Дѣйствія, разсматриваемыя въ алгебрѣ. В ъ алгебрѣ 
разсматривается шесть дѣйств ій : ' первыя четыре т ѣ же, что и 
в ъ ариѳметикѣ, т.-е. сложеніе, вычитаніе, умноженіе и дѣленіе, и 
кромѣ того, возвышеніе въ степень и извлечете корней. 

Для обозначенія первыхъ четырехъ дѣйствій употребляются 
тѣ же знаки, что и в ъ ариѳметикѣ, т.-е. для обозначенія сло-
женія знакъ -f- (плюсъ), а + Ь; для вычитанія — (минусъ), а—Ъ\ 
для умноженія знаки X или. (косой крестъ или точка), q X b или 
а . Ь; для дѣленія : или — (двѣ точки или черта), а : Ъ или ^ • 

Относительно .умноженія надо замѣтить, что знакъ этого 
дѣйствія почти всегда не пишется, а подразумевается. Пишутъ 
обыкновенно тѣ буквенныя количества, которыя надобно пере-
множить, рядомъ, безъвсякаго знака; такъ напр., вмѣсто а \ Ь Х с 
или а . Ь . с пишутъ abc. Очевидно, что съ цифрами этого сдѣлать 
нельзя, потому что значеніе каждой цифры зависитъ отъ зани-
маемая ею мѣста. Нельзя, напр., сказать, что 5 . 6 = 56. 

§ 6. Коэффиціентъ. Буквенныя количества, входящія в ъ 
составъ какого-нибудь произведенія, называются множителями, 
или производителями. Такъ, в ъ произведеніп: abc количества: а, 
b и с суть множители или производители. 

Если въ произведеніи одинъ изъ множителей численный, 
то онъ обыкновенно' ставится впереди буквенныхъ множителей и 
называется коэффиціентомъ. Такъ, в ъ произведены 5abc число 
5 есть коэффиціентъ. Точно такъ же въ произведеніи | х у число 
f — коэффиціентъ. 

Если коэффиціентъ выраженъ цѣлымъ числомъ, то онъ 
обозначаетъ, что извѣстное произведете взято слагаемымъ или 
вычитаемымъ нѣсколько разъ. Такъ, в ъ произведены ЬаЪс число 
5 обозначаетъ, что abc взято слагаемымъ 5 разъ, т'.-е. 5abc = 
= abc . 5 — abc -j- abc + abc -j- abc -f- abc. 

' Въ выражены же: a — 2ab коэф." 2 означаете, что произ-
в е д е т е ab взято вычитаемымъ два раза; поэтому,, это выраженіе 
можно замѣнить слѣдующимъ: а — ab — ab. 

Дробный коэффиціентъ показываетъ, какая часть берется 
отъ произведенія. Такъ, въ произведены |-ху коэф. означаетъ, 
что отъ произведенія * у н а д о взять | части. 

Если при какомъ-нибудь произведеніи н ѣ т ъ коэффйціента, 
то надо подразумѣвать единицу; такъ, ab = lab. 



§ 7. Степень. Иногда произведете составляется изъ одного 
и того же количества, взятаго множителемъ нѣсколько разъ. 
Такое произведете пишется сокращеннымъ образомъ, а именно: 
количество, повторяющееся нѣсколько разъ множителемъ, пи-
піутъ только одинъ разъ, а надъ нимъ справа ставятъ число, 
которое показываетъ, сколько разъ данное количество должно 
быть взято множителемъ. Такъ, вмѣсто 4 . 4 . -1 пипіутъ 43; вмѣсто 
ххххх пишутъ я 5 : вмѣсто ааааа повторяющееся множи-
телемъ п разъ, пишутъ а*. 

Произведете, составленное изъ одинаковыхъ множителей, 
называется степенью; количество, которое берется множителемъ, 
называется основаніемъ степени; а число, показывающее, сколько 
разъ повторяется множитель, называется показателемъ стгпгни. 
Такъ, въ выраженіи 48 число 4 есть оспованіе степени, число 3 
— показатель степени, а самое произведете 48 = 64 есть степень. 

По числу одинаковыхъ множителей, входящихъ въ составь 
произведенія, или, иначе, по величинѣ показателя, степени дѣ-
лятся на вторыя — а2, третьи — д8, четвертая — я4 п т. д. 
Вторая степень часто называется квадратомъ, а третья — кубомъ. 
Всякое число, взятое само по себѣ, называется первой степенью. 
Напр., а есть первая степень для а, и ее можно изобразить такъ: 
а = а\ хотя обыкновенно показателя первой степени не пишутъ. 

Дѣйствіе, состоящее въ умноженіи числа самого на себя 
нѣсколько разъ, называется возвышеніемъ въ степень. Такъ, воз-
высить 5 въ четвертую степень значитъ составить произведете 
изъ числа 5, повторивъ его множителемъ 4 раза; получимъ 
54 — 5 . 5 . 5 . 5 = 625. 

П р и м ѣ ч а н і е . Изъ сказаннаго видно, что нельзя смѣши-
вать коэффициента съ показателемъ степени, потому что первый 
показываетъ, сколько разъ извѣстное количество берется сла-
гаемымъ или вычитаемымъ, а второй показываетъ, сколько разъ 
оно берется множителемъ.Напр., ix = x^-x-\-xJrx, а я4 = хххх. 

§ 8. Корень. Основаніе какой-либо степени называется часто 
корнемъ для того числа, которое получается послѣ возвышенія. 
Такъ, 3 есть корень четвертой степени для 81, потому что 
34 = 81: точно такъ же f- есть квадратный корень для потому 

что 



Дѣйствіе, помощью котораго находится корень какой-либо 
степени для даннаго числа, называется извлеченіемъ корня. Для 
обозначенія этого дѣйствія употребляется особый знакъ ] / , ко-
торый называется радикаломъ (этотъ знакъ есть не что иное, 
какъ испорченная латинская буква г, отъ слова radix]— корень). 
Съ правой стороны подъ чертою этого знака пишутъ то число, 
изъ котораго надо извлечь корень; а вверху этого знака пишутъ 
число, показывающее, какой степени надо извлечь корень; число 
это называется показателемъ корня. Такъ, чтобы показать, что 
изъ 81 надо извлечь корень 4-й степени, пишутъ такъ: j j / - 8 l ; 
точно такъ же, чтобы изобразить, что изъ Д надо извлечь ква-
дратный корень, пишутъ такъ: " J / 7 ^" Замѣтимъ при этомъ, что по-
казатель квадратнаго корня не пишется, а подразумѣвается. 

Поэтому, вмѣсто У h, пишутъ ] / А ; вмѣсто У а, пишутъ у а. 
Показатели же остальныхъ степеней всегда пишутся. 

• Число, стоящее подъ радикаломъ, называется подкоренным 
или подрадикальнимъ. Таковы, напримѣръ, числа в ъ предыдущихъ 
примѣрахъ: 81, в\, а. 

Задачи. 1. В ъ одномъ городѣ находится а человѣкъ, а в ъ 
другомъ Ь. Сколько в ъ обоихъ вмѣстѣ? 

Рѣшить эту задачу, если 

а — 1728, 35446, 57364. 
Ъ — 4920, 13763, 38000. 

2. В ъ фруктовомъ саду а грушъ, Ъ яблонь, с сливъ и d 
вишенъ'. Сколько в с ѣ х ъ деревьевъ в ъ саду? 

Рѣшить эту задачу при а = 240, Ъ = 320, с = 520, d 117. 
3. Въ амбарѣ а четвериковъ ржи, т четвериковъ овса, п 

четвериковъ пшеницы, и р четвериковъ ячменя. Сколько всего 
хлѣба въ амбарѣ? 

Рѣшить эту задачу при а = 1345, т = 3725, п = 367, р = 1542. 
4г. Купленъ товаръ за а рублей, а проданъ за b рублей. 

Сколько получено прибыли? 
Рѣшить эту задачу при а — 649, Ь = 827. 
5. В ъ арміи находилось а человѣкъ; во время сраженія 

было убито Ь человѣкъ, ранено с человѣкъ, взято в ъ плѣнъ d 
человѣкъ. Сколько солдатъ осталось в ъ арміи послѣ сраженія? 

Рѣпшть эту задачу при а — 40000, Ъ = 127, с = 3618, d= 500. 
6. В ъ хлѣбномъ магазинѣ было 5 четвертей хлѣба; при чемъ 

ржи было т четвертей, пшеницы п четвертей и ячменя р чет-
вертей, остальное же былъ овесъ. Сколько четвертей было овса 
въ магазинѣ? 

Рѣшить эту задачу при 5 = 3500, т = 650, п = 270, р = 725. 



7. Фунтъ чаю стоить а рублей; сколько стоять т фунтовъ? 
Рѣшить эту задачу при а = 2; 1,5; 3,25; т = 32; 18; Ц. 
8. Въ книгѣ а страницъ, на каждой страницѣ по Ь строкъ, 

въ строкѣ по с буквъ. Сколько буквъ въ книгѣ? 
Рѣшить задачу при а — 160, Ь = 38, с = 48. 
9. Помѣщикъ продалъ а четвертей пшеницы по т рублей 

за четверть и участокъ лѣса за Ъ рублей. Сколько у него оста-
лось денегъ, если онъ на уплату дома отдалъ k рублей? 

Рѣшить эту задачу при а = 1340, т = 8, Ъ —12000, k = 19346. 
10. а рабочихъ получили за работу т рублей; сколько по-

лучилъ каждый? 
Рѣшить эту задачу при а — 133, т = 1596. 
11. Пароходъ, содержавшій а пудовъ муки, разгрузили въ п 

дней с рабочихъ. Сколько пудовъ выгружалъ ежедневно каждый 
рабочій? 

Рѣшить эту задачу при а — 86400, п — 10, с — 24. 

12. Написать сумму чиселъ а, Ь, с и d. 
13. Написать разность между числами а и х . 
14. Написать произведете и частное чиселъ т и п. 
15. Куплено а аршинъ полотна по а рублей за аршинъ. 

Сколько заплачено за все сукно? 
Рѣшить эту задачу при а — 2,7. 
16. Чему равенъ объемъ куба, ребро котораго равно к футамъ? 
Рѣшить задачу при k = 17,3(72). 
17. Сколько фунтовъ въ а пудахъ? 
18. Раздробить въ аршины г верстъ 1 
19. Сколько лотовъ въ а фунтахъ и b лотахъ? 
20. Сколько сажень въ п футахъ'? 
21. Сколько пудовъ въ а лотахъ? 

Упростить выраженія: 

22. а-\-а-\-а-\-а. 23. abc-\-abc-\-xy-{-xy-\-xy. 
24. ab-\-ab—cd—cd—cd. 25. abx—x—x-\-bc~\-bc. 
OA a b_L_a b \ a b <>ry * j j » 

Т + Т ~ П Г г 7Г Г + Т + 9 + Г 
9ft ~ _ L oq 1 ХУ z x z x 

Тл A A A : 7 I 7 a o' 

Написать безъ коэффиціента слѣдующія выраженія: 

80. Bab. 31. 4xyz. 
32. 4аЬс-\-Ъху. 33. Sab—2cd. 
М. Ш—Ъпх. 35. lxyz+8abc. 



Упростить выраженія: 
86. а .а. а. а .а. 37. х.х.х.х.х.х.х. 
38. а. а .Ъ .Ъ .Ь. 39. х. х .у.у .у .у .у .у. z. z • 
44). Ъ.а.а.Ь.Ь.Ь.с. 4:1. 1*2 . х. х. х .у .у . z. z . z . z 
42. 6 .а .а. b .Ъ. £-J-4. а. а. а. Ъ. Ь. 4:3. 9х. .у .у .у—Ъх.х.х.у. 
44. 7 . a . b . b . b—4 . a . a . b . Ь-\-Ъ . a . a . a . b . 

Выразить безъ показателей степени: 
4:5. а2 . 4:6. Я 
4:7. аѢь. 48. х5у7. 
4:9. За2Ь3—4=аЧ2. 50. 2a2x-f- ЗаЬ2—Ѣ2х. 
51. 16<28£4ДГ3—Ѵі№х?у2. 52. 8 Л;7—9jy6—7z°. 

Выразить безъ коэффиціентовъ и показателей: 
53. За2. 54. 4я3. 
55. 7а8. 56. 2 а3Ь2. 
57. 3a2b+4ab2. 58. 7ахс>—ЗЬх3. 

Вычислить корни: 
59. 1/81. во. р ^ 
61- Ѵ 3 2 . 62. у і 2 б . 

63. Ѵ Ц . 64. f / j r 
65. Написать сумму квадратовъ для чиселъ а и Ь. 
66. Написать разность квадратовъ для чиселъ а и Ь. 

67. Написать число, содержащее а десятковъ и Ъ единицъ. 
68. Написать число, содержащее а тысячъ, b сотенъ, с де-

сятковъ и х единицъ. 
69. Написать общій видъ четнаго числа. 
70. Написать общій видъ нечетнаго числа. 
71. Дано число р ; найти ближайшее предыдущее и ближай-

шее последующее число. 
72. Дано четное число т ; найти ближайшія предыдущія 

четныя числа. 
73. Смѣшано т фунтовъ чаю по а рублей и щ фунтовъ 

по b рублей за фунтъ; что стоитъ фунтъ смѣси? 
74. Смѣшано 4 сорта муки; щ фунт, по а коп., щ фунтовъ 

по Ъ коп., щ фунтовъ по с коп. и щ фунтовъ по d коп. за фунтъ. 
Что стоитъ фунтъ смѣси? 

75. Торговецъ купилъ партію сахара по а руб. пудъ; онъ 
продалъ т пудовъ съ прибылью 20°/о; сколько онъ получилъ 
денегъ за проданный сахаръ? 

76. п человѣкъ, работая ежедневно по а часовъ, получили 
въ b дней 5 рублей; во сколько дней щ человѣкъ получатъ <>, 
рублей, работая по я, часовъ? 



77. Если быть каждый день въ дорогѣ а часовъ, то можно 
проѣхать на почтовыхъ п верстъ въ Ь дней; сколько верстъ 
можно проѣхать по желѣзной дорогѣ въ Ъх дней, останавливаясь 
ежедневно с часовъ, если ѣзда по желѣзной дорогѣ въ 4 j раза 
скорѣе? 

78. Въ бассейнъ проведены 3 трубы; черезъ первыя двѣ 
вода вливается, а черезъ послѣдніою вытекаетъ; черезъ І-ю трубу 
бассейнъ наполняется въ т часовъ, черезъ вторую въ п часовъ; 
черезъ 3-ю бассейнъ можетъ опорожниться въ р часовъ. Во 
сколько времени наполнится пустой бассейнъ, если открыть 
сразу всѣ трубы? 

79. Въ бассейнъ, вмѣстимостыо въ а бочекъ, проведены 
двѣ трубы; черезъ одну въ т часовъ выливается b бочекъ, а 
черезъ другую въ п часовъ вливается с бочекъ. Во сколько 
часовъ наполнится бассейнъ, если открыть всѣ трубы? 

80. Три работника, нанятые на одинаковыхъ условіяхъ, 
получили s рублей. Сколько получилъ каждый изъ нихъ, если 
первый работалъ а дней, второй Ъ дней и третій с дней? 

§ 9. Алгебраическія выраженія. Всякое соединеніе чиселъ, 
изображенныхъ буквамиj посредствомъ разлгічныхъ знаковъ дгъй-
ствій, называется алгебраическимъ выраженгемъ. Таковы, напр.: 

Алгебраическія выраженія бываютъ одночленныя и много-
членных. 

Одночленными выраженіями, или одночленами, называются 
такія выраженія, которыя не содержатъ въ себѣ ни знака сло-
женія, ни знака вычитанія. Таковы, напр., выраженія: 

Многочленными же выраженіями называются такія, кото-
рыя состоять изъ двухъ или болѣе одночленовъ, соединенных^ 
между собою знаками - f или —. Таковы, напр., выраженія: 

1) а + Ь; 2) 3 аѢ — 2cd2 + бху2; 3) ]/ab — ^ - f 15я — дг. 

Одночлены, изъ которыхъ состоитъ многочленное выраженіе, 
называются членами его. Такъ, въ первомъ примѣрѣ члены суть: 
а и b; во второмъ примѣрѣ члены: 3а2Ь, 2cd2 и 6ху2. 

Г Л А В А И. 

Объ алгебраически^ выраженія^ъ. 

1) 4abc, 2) 3) "J/й, 4) 2a2-Bbc+±c2. 

1) 2*, 



По числу членовъ многочленныя выражения дѣлятся на 
двучлены (или биномы), трехчлены (или триномы) и многочлены-
(или полиномы). 

§ 10. Выраженія цѣлыя и дробныя. Если алгебраическое 
выраженіе не содержитъ въ себѣ буквенныхъ дѣлителей, то оно 
называется цѣлымъ. Напримѣръ: 

1) ЪсРЬх, 2) %ах2, 3) 4ab2—-0,4я8. 

Если же въ составъ его входятъ буквенные дѣлители, то 
оно называется дробнымъ. Напр.: 

S) & 3) 
§ 11. Выражения раціональныя и ирраціональныя. Раціо-

нальными выражениями называются такія, которыя не содержать 
знака радикала — V ; напримѣръ: 

3a2b или 6а2—3ах + 

Если же радикалъ входитъ в ъ составъ какого-либо выра-
женія, то оно называется ирраціональнымъ; напримѣръ: 

-1 /— г ауЪс 
V 3ab 
' ' о 

§ 12. Числовое зиаченіе алгебраическихъ выраженій. 
Если мы въ алгебраическомъ выраженіи замѣнимъ буквы числами 
и выполнимъ указанныя дѣйствія, то результатъ, который полу-
чится, называется числовымъ значеніемъ алгебраическаго выраженія. 
Такъ, напр., если мы в ъ выраженш: 

аЪ 
с 

вмѣсто а поставимъ 2, вмѣсто b—12, вмѣсто с—9, то получимъ 
0 12 

= 2|. Число и называется числовымъ значеніемъ для 
. аЪ 

выраженія —т 

Точно такъ же числовое значеніе для выраженія а - f Ь — с, 
при а = 2, ^ = 12, с = 9, будетъ 2 + 1 2 — 9 = 5. 

Укажемъ, въ какомъ порядкѣ должны производиться дѣй-
ствія при нахожденіи числового значенія алгебраическихъ 
выраженій. 

I. В ъ одночленахъ прежде всего, если есть степени или 
корни, возвышаются числа в ъ степень, или извлекаются изъ нихъ 
корни, а затѣмъ производится умноженіе и дѣленіе. 



Такъ, если намъ надо найти числовое значеніе выраженія 

аЧ ]/ с 
при а[= 3, Ь = f , с = 16, то прежде всего мы должны 3 возвы 
сить въ 3-ю степень, затѣмъ изъ 16 извлечь квадратный корені 
и наконецъ полученные множители: 27, f и 4 перемножить. 

аЧ У7= З3 . і- . ]/Гб = 27 . 1 . 4 = 81. 

II. Въ многочленахъ прежде всего вычисляются члены пс 
вышеуказаннымъ правиламъ и еатѣмъ производится сложеніе 
или вычитаніе числовыхъ значеній членовъ. Напр.: найти числовую 

величину многочлена: 3аЧ — 4а№ + при а = 16, b = S. 

Г ѣ^ш е н і е: 3аЧ = 3 .16 2 . 8 = 3 . 256 . 8 = 6144. 
= 4 . 16 . S2 = 4 .16 . 64 = 4096. 

ЗЬЗ _ з ^ _ _ 3 . 5 1 2 _ 
а2 162 256 

ЯАЗ 
О т В ѣ т ъ : ѣаЧ—4a£24~2~ = 6144 — 4096 + 6 = 2054. 

§ 13. Скобки. Скобками называются особые знаки: () , [] 
и'{}, между которыми ставятся алгебраическія выраженія, преи-
мущественно многочлены, если требуется показать, что съ по-
слѣдними надо произвести какое-нибудь дѣйствіе. Такъ, если бы 
намъ пришлось показать, что многочленъ a2 — ab-\-b* надо при-
дать къ количеству а, или отнять отъ этого количества, а также 
помножить или раздѣлить его на это количество, то это слѣ-
дуетъ изобразить такъ: 

1) сложеніе а-\-(а2— ab-\- Ь2), 
2) вычитаніе а — (а2 — аЬ-\-Ь*), 
3) умноженіе (а2 — ab 
4) дѣленіе (а2 — аЬ-\-№):а. 

Точно - такъ же заключается многочленъ въ скобки, если 
требуется его возвысить въ какую-либо степень или извлечь изъ 
него корень; напр.: 

1) (а? — ab + b*)\ 2) ]/" (а2 — аЪ + Р). 

Впрочемъ, иногда скобки замѣняются чертою, а 'именно: 
1) при дѣленіи многочленовъ, когда частное пишутъ въ видѣ 
дроби, при чемъ дѣлимое ставится надъ чертою, а дѣлитель подъ 
чертою. Такъ, вмѣсто выраженія (й2 + b2)\(a—b) пишутъ: 



2) При извле.чсніи изъ многочленовъ корней. Тогда надъ 
всѣмъ многочленомъ ставится черта, которая имѣетъ одинаковое 
значеніе со скобками. Такъ, вмѣсто выраженія 

з з 
"(/(я2 — аЬ + Р) пишутъ ] / сі1—ab -(-

Въ одночленахъ скобки употребляются при дѣленіи, когда 
частное не записывается въ видѣ дроби; напримѣръ: (3a2b): (іху). 

Кромѣ того, при возвышеніи одночленовъ въ какую-либо 

( а \ т 

j у Замѣтимъ при этомъ, что вы-
раженіе (<abf нельзя смѣшивать съ выраженіемъ ab4: первое изъ 
нихъ показываетъ, что надо все произведете ab возвысить въ 
четвертую степень, а второе показываетъ, что въ четвертую 
степень возводится только мнояситель Ъ. Точно такъ яге 

/а\т ат 

\ j ) не равно у 
Всякій многочленъ, заключенный въ скобки, можно раз-

сматривать, какъ одночленъ. 
§ 14. Тождественный выраженія. Два алгебраическихъ вы-

раженія называются тождественными, если числовыя значенія 
ихъ при замѣнѣ одинаковыхъ буквъ какими угодно числами 
остаются равными. Таковы, напр., выраженія: 

1) 5ab и 3ab -f- 2ab. 
ax a 

2) т и j X x . 

§ 15. Понятіе о формулѣ. Одно алгебраическое выраженіе 
можетъ быть равно другому, можетъ быть больше другого и 
наконецъ моягетъ быть меньше его. Зависимость эта между вы-
раженіями обозначается въ первомъ случаѣ знакомъ = (знакомъ 
равенства), напр.: 3ab = 4«/ ; во второмъ случаѣ знакомъ ]>, напр.: 
аУ>Ь\ и въ третьемъ случаѣ знакомъ <[, напр.: а<СЬ] послѣдніе 
два знака называются знаками неравенства. 

Дза алггбраическія выраженія, соединенных знакомъ равенства 
или неравенства, называются формулою; — при чемъ формула со 
знакомъ равенства называется равенствомъ, напр.: a-j-b = c — с/ 
или ЪаЬ = 3ab - f 2ab; формула же со знакомъ неравенства назы-
вается — неравтствомъ, напр.: ЪаЬ~^>Ьас или 7a<C3b. 

Въ каждой формулѣ выраженіе, написанное впереди знака 
равенства или неравенства, называется первой частью ея, а выра-
женіе, написанное послѣ этихъ знаковъ, называется второю частью 



формулы. Такъ, напр., въ формулѣ 3ab==±a 2 —b 2 выраженіе: ЗаЬ 
есть первая часть, а выраженіе: 4 а 2 — b 2 — вторая часть. 

§ 16. Составить формулу по условіямъ какого-либо вопроса 
значитъ выразить соотношеніе между числами, входящими въ 
составъ этого вопроса, при помощи знаковъ дѣйствій и знаковъ 
равенства или неравенства. Напримѣръ: 

1) Выразить, что сумма крайнихъ членовъ ариѳметической 
пропорции равна суммѣ• среднихъ. 

Обозначивъ первый членъ черезъ а, второй черезъ £,третій 
черезъ с и четвертый черезъ d, пишемъ равенство: я + d = b - \ - c . 

•2) Выразить, что произведете двухъ.чиселъ больше ихъ суммы. 

Обозначивъ первое число черезъ а и второе черезъ Ь, пи-
шемъ неравенство: ab > а 4- Ь. 

Задачи. Найти числовыя значенія выраженій: 
81. 3a3b2 при а = 2, 6 = 3. 

7a3bx2 
82' ПРИ а = 1> Ь = '2> * = т = 1, п — 2. 
83. a2 + ab — b2 при а = 4, Ь = э. 
84. а 3 — Ь3 при a = i , b 
85. а2—2ab^b2 при а —4, b=z= і 
86. а2 + 2а2 — За-h 1 при а = 1. 
87. а 3 — За2 ~М + . 2 при я = 3. ' 
88. ,а3 + ёа2~ За + 5 прц а ==•}. 
89. а 3 — 5 я 2 ' + 4 а — 4 0 при а = б ' 
90. а 3 + 6а2 — 2л + 12 при а= і ' ' 
91. — 4 а — 2 0 0 при а і Г І о 
92. х4, -f- Зх2— 25 при х = 2. 
9В. л:3 ~2х2 — х + 7 при я: = 4. 
94. * б — З*3 + 1 при х =. 2. 
95... За3 — 2аЧ + аЬ2 —6 при Ь = 2 
96. 7а3 + ±а2х — Зах2~х3 при а х — 3 
97. 4л3 — Ьх2у бху2 7у3 при ^ = з у—'х. 
98. а6 — а 4 + а 3 — я 2 + а — 1 Прй a = 2 • 
99. (хууп 4 ( * у ) » + 4 При х^.г „ = 

100. / ° ' ^ ~ L 1 J 
юі: 
102. 
103. 
104. 
105. 
106. 
107. 
108. 
109. 

аъ + Ь)а — ab при a = i, 
(a2 — 2) а —За] а при a = 3. 3* 
(a2 _j_ 2) а — л при a =z 3 

9 + а2) (3 + я) ( 3 - я ) При а — ! 
9 _ я 2 ) (з + (3 — а) при а = j 
Wb + bab2) {3a2b-~bab2) г 1 ^ = 2,.6 = 1. 
бх*—6у) (5* 4 + 6у) при лг^.,2 л . _ ' і о 
*± + 2* 3 + 3* 2 + 2 * + l ) J U ^ r A W л; — 2 

J ^ + ̂  + 04» + й (а Д tpl ?= П і і 



при х = 0,5, у — 0,3. 
бж—tj _ 

ХО, а; 
при а = 2, д? == 0,25. 

a^—ia-J-i „ 
——r~ при а — 5. aJ—5 а--6 г 

при ж = 3. 
а2Ьс—Ьс-\-'2Ь2сг—Ъсь . т. о о 
^ - ( ^ + ^ Г ^ і при « = 4, Ъ = 3, е _ 2. 
а 2 — 4 - ас 4~ — . г „ __ 0 
— р ^ + з й в = 4, 4 = 1, « _ 2. 

^ + у + ^ + а ^ + а ^ + з у ж ж = в 2 > г = 1 . 
* —JV — 2 — 

э* 3 — 13л;2 4 - 1 0 * — 8 
7 ,3 + 1 0 ^ - 8 ~ П * И * = 4 -

6л;3 — 4 , л2 —л: 4- I 
о ГТН- 1—і 1 § П Р И Х = 1. 

х 2 — гс 1 I + л; — л;43 г 

1 + х — х 2 , 6л;8 И- 2 

Составить формулы по слѣдующимъ условіямъ: 

Сумма д в у х ъ чиселъ а и Ь равна числу х. 
Разность чиселъ т и п больше на р количества 
Произведете чиселъ а и Ъ равно суммѣ этихъ чиселъ. 
Число а больше b н а с. 
Число а больше b в ъ т разъ. 
Число а меньше b в ъ п разъ. 
Произведете чиселъ а и b равно разности чиселъ с и d. 

128. Частное отъ дѣленія я н а ^ в ъ 7 разъ .больше про-
изведенія д в у х ъ чиселъ х и у. 

129. а аршинъ одного сукна стоятъ т рублей, a b аршинъ 
другого сукна п рублей. Выразить, на сколько рублей аршинъ 
перваго сукна дороже аршина второго. 

130. Путешественникъ проѣхалъ d верстъ в ъ а д н е й ; 
сколько верстъ проѣзжалъ онъ ежедневно? 

131. Имѣемъ число, содержащее а десятковъ й Ъ единицъ. 
Если к ъ этому числу придадимъ ш, то получимъ число, озна-
ченное тѣми. же цифрами, но в ъ обратномъ порядкѣ . 

132. Имѣемъ число, содержащее а сотенъ, b десятковъ, 
с единицу. Если отъ этого числа отнимемъ т, то долучимъ число, 
обозначенное тѣми же. цифрами, но в ъ обратномъ порядкѣ . 

133. Имѣемъ дробь, числитель которой а, а знаменатель b ; 
если къ числителю (этой дроби придадимъ ш, то получимъ обрат-
ную дробь. 



184:. Имѣемъ дробь если отъ знаменателя этой дроби 
отнимемъ d, то получимъ обратную дробь. 

135. Если въ дроби — числителя равдѣлить на а, то полу-
чимъ обратную дробь. 

136. Имѣемъ дробь уменьшивъ числителя ея въ т разъ 
и увеличивъ знаменателя въ п разъ, получимъ обратную дробь. 

137. Сумма, двухъ чиселъ а и Ъ больше ихъ разностк. 
138. Произведете двухъ чиселъ а жЬ больше ихъ частнаго. 
139. Частное двухъ чиселъ т и п больше суммы чиселъ 

a, b и с. 
140. Произведете чиселъ a lib меньше разности чиселъ с и d. 
141. Сумма двухъ чиселъ а и b меньше суммы квадратовъ 

этихъ чиселъ. 
142. Произведете чиселъ а, Ь, с и d меньше суммы ихъ 

кубовъ. 

Составить задачи, рѣшенія которыхъ соотвѣтствуютъ формуламъ: 
143. х = а + Ь. 144. х~а — Ъ. 
145. х = а-\-Ь — с. 146. х = am. 
147. х — аш — Ьп. 148. х = аг — bk — I, 
149. * ; = 1 5 0 . * 

• ' с * т -)- то, -f- тг 

Провѣрить справедливость формулъ; 

151. (a - f bf — a2-{-2ab - f b2 при а = 5, b = h 
152. (a — bf — a 2 — lab + б2 при а = 3, Ь — 1. 
153. а2 — Ъ2 —{а + b) (а — Ь) при а ==6, Ь = 3. 
154. (a - f bf =zab + 3аѢ + 3ab2 - f bs при a — 0,02, b = 0,05. 
155. (a — bf —a? — Za2b + bab2 — ¥ при a~ 3,6, A = 1,2. 

Г Л А В А III . 

О положительны^ и отрицательными» количества^. 

§ 17. Положительный и отрицательный числа. Обозначая 
числа буквами, мы на первыхъ же шагахъ наталкиваемся на одно 
весьма значительное затрудненіе, а именно: возьмемъ выраженіе: 

а — Ь. 
Бели въ этомъ выраженіи а больше b или равно ему, то у 

насъ получится въ результатѣ нѣкоторое число, бблыпее нуля, 



или нуль. Но что будетъ означать это выраженіе в ъ томъ случаѣ , 
если а меньше № Положимъ, а — о , а Ь = 9 ; какой смыслъ имѣ-
етъ выраженіе 5 — 9 ? 

Очевидно, что 9 нельзя вычесть изъ 5, потому что 9 больше 
5 ; слѣдовательно, выраженіе 5—9, по существу, невозможное. 
Однако, в ъ алгебрѣ вычитаніе болыпихъ чиселъ изъ меныпихъ 
допускается; условились разность обозначать такъ: дѣлаютъ 
вычитаніе наоборотъ, т.-е. отъ вычитаемаго отнимаютъ умень-
шаемое и полученную разность ставятъ со знакомъ — (минусъ). 
Поэтому 5 — 9 = — 4 ; точно такъ же 7 — 1 6 = — 9 , \ — 2 f - = f — 2 | — — 
и т. п. Полученный числа со знакомъ минусъ, напр.: —4, —9, 
— 2 | и т. п. называются отрицательными. Обыкновенный же 
числа называются положительными: передъ ними иногда ста-
вится знакъ -)-, напр.: -(-6, -f-3|- и т. п. Положительный и отри-
цательныя числа, безразлично, называются алгебраическими коли 
чествами. 

Число единицъ всякаго количества, ноложительнаго или 
отрицательнаго, взятое независимо отъ знака, называется абсо-
лютною . величиною этого количества. Такъ, найр.: 7 есть абсо-
лютная величина для количествъ): + 7 и — 7 ; точно такъ же 
есть абсолютная величина для 11 — 5 Ь 

Такимъ образомъ въ алгебрѣ разсматриваются два ряда 
чиселъ: одинъ рядъ отъ нуля до безконечности: 

о, 1, 2, 3, 4, 5 

положительный, а другой рядъ отъ нуля до безконечности: 
О, —1, —2, —3, —4, —5 

отрицательный. Этимъ алгебра существенно отличается отъ ариѳ-
метики, в ъ которой разсматривается одинъ только такъ назы-
ваемый натуральный рядъ чиселъ. 

§ 18. Значеніе отрицательныхъ чиселъ. Отрицательныя 
числа сами по себѣ не имѣютъ никакого смысла. Такъ, нельзя 
сказать, что в ъ комнатѣ есть минусъ пять стульевъ, или что 
нѣкто жилъ минусъ 20 лѣтъ. Они, отрицательныя числа, имѣютъ 
чисто условное значеніе и всегда показываютъ, что при вычитаніи 
нѣкоторыхъ двухъ чиселъ вычитаемое было больше уменыпа-
емаго на извѣстное число единицъ. Введены же они в ъ алгебру 
для того, чтобы дать возможность изобразить разность д в у х ъ 
чиселъ в ъ общемъ вітдѣ, т.-е. чтобы дать возможность записать 
выраженіе: a—b, г д ѣ гіодъ а и b можно подразумѣвать какія 



угодно числа. Это допущеніе сдѣлано потому, во-первыхъ, что 
дѣйствія съ отрицательными числами, какъ мы увидимъ ниже, 
производятся по тѣмъ же правиламъ, какъ и съ положитель-
ными, и, во-вторыхъ, допуская отрицательныя числа, мы никогда 
не получимъ противорѣчащихъ результатовъ. (Другія значенія 
отрицательныхъ чиселъ указаны будутъ ниже). 

§ 19. Свойство положительныхъ и отрицательныхъ 
чиселъ. Изъ ариѳметики намъ пзвѣстно, что если мы умень-
шаемое увеличимъ на нѣсколько единицъ, на столько же еди-
ницъ увеличится и разность. Возьмемъ теперь равенство 5 — 9 = — 4 . 
Увеличивъ уменьшаемое на 3, получимъ 8 — 9 = — 1 . Сравнивая 
двѣ разности: — 4 и —1, мы видимъ, что вторая получилась 
изъ первой черезъ увеличеніе на 3 положительныхъ единицы. 
Что же сдѣлали эти 3 положительный единицы? Онѣ уничто-

„жили 3 отрицательныхъ единицы, такъ какъ прежде было 4 отри-
цательныхъ единицы, а теперь осталась только одна. Отсюда 
вытекаетъ, что отъ присоединения мьсколькихъ положительныхъ 
единицъ кь отрицательными уничтожается столько послѣднихъ, 
сколько было первыхъ, — и наоборотъ. 

§ 20. Въ дѣйствительностя есть много величинъ, которыя 
обладаютъ такимъ же свойствомъ, какъ положительный и отри-
цательныя числа, т.-е. нѣсколько единицъ одной величины вза-
имно уничтожается столькими же единицами другой. Такія вели-
чины называются противоположными. Примѣромъ противопо-
ложныхъ величинъ можетъ служить намъ: 1) имущество и долгъ; 
20 рублей имущества уничтожается 20 рублями долга; 2) выи-
грышъ и лроигрышъ, 3) прибыль и убытокъ, 4) движеніе впередъ 
и назадъ; и т. п. 

На основаніи ихъ свойствъ, каждую изъ двухъ противопо-
ложныхъ величинъ можно назвать однимъ именемъ. Такъ £ иму-
щество и долгъ можно назвать имуществомъ, при чемъ долгъ 
будетъ называться отрицательнымъ имуществомъ; наоборотъ, то 
и другое можно назвать долгомъ, при чемъ имущество будетъ 
называться отрицательнымъ долгомъ. Точно такъ же можно 
назвать проигрышъ отрицательнымъ вынгрышемъ|; убытокъ — 
отрицательною прибылью]; движеніе назадъ — отрицательнымъ 
движеніемъ впередъ и т. п. 

§ 21. Свойство противоположныхъ величинъ часто даетъ 
намъ возможность опредѣлить истинное значеніе полученнаго 
отрицательнаго результата. Возьмемъ задачу: Нѣкто купилъ 



лошадь за т рублей и продалъ ее за п рублей. Сколько получилъ 
от прибыли? 

Чтобы рѣшить эту задачу, надо изъ п вычесть т]; получимъ 
выраженіе': п — т . Е с л и ^ < ж, то результатъ будетъ отрица-
тельный. Въ самомъ дѣлѣ , пусть п — 40, а т = 65, тогда 
п\—т — 40 — 65 = — 25, т.-е. за лошадь получено минусъ 25 
рублей прибыли; это означаетъ, что за лошадь получено "убытка 
25 рублей. 

Задачи. 157. Нѣкто имѣетъ а рублей; долгъ же его равенъ 
b рублямъ. Сколько у него останется денегъ по уплатѣ долга? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ при а = 6000, b = 3200 и 
а = 6000, b = 10000? 

158. Нѣкто долженъ р рублей, а наличныхъ денегъ имѣетъ 
q рублей. Сколько у него останется долга, если онъ употребить 
на плату его в с ѣ свои наличныя деньги? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ при р = 720 и q = 300; 
р = 4 0 0 и q = 560? 

159. Купецъ заплатилъ за товаръ т рублей, а продалъ его 
за п рублей/ Сколько получилъ онъ прибыли? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ, если т = 120 и = 150: 
т = 600 и п = 480? 

160. Купецъ заплатилъ за товаръ а рублей, а продалъ его 
за q рублей. Сколько получилъ онъ убытка? 

Объяснить значеніе отвѣта при а = 648, # = 326 и я = 300, 
д = 410. 

161. Чнновннкъ получалъ в ъ годъ жалованья а рублей, 
а тратилъ г рублей. Сколько рублей онъ ежегодно сберегалъ? 

Объяснить значеніе отвѣта при а = 720, г = 600 и а = 1200, 
г = 1 5 0 0 . 

162. Нѣкто сѣлъ играть в ъ карты, Сначала онъ выигралъ 
с ̂ рублей, а потомъ проигралъ d руб. Сколько онъ выигралъ? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ при с = 40, d—2b и при 
с ] = 3 6 , a f = 4 0 ? 

163. Нѣкто проигралъ в ъ теченіе вечера т рублей, а на 
другой день выигралъ п рублей. Сколько онъ всего проигралъ? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ, если ш = 120 и « = 65; 
т = 300, п = 650'? 

1.64. Гребецъ подвинулъ лодку на а аршинъ противъ те-
ченія, а теченіе снесло ее назадъ на h аршинъ. На сколько 
аршинъ лодка подвинулась впередъ? 

Объяснить значеніе отвѣта при я = 26, Ъ— 12; я = 30, Ъ — 47. 
165. Воду нагрѣли на р градусовъ, а потомъ охладили ее 

на q градусовъ. На сколько градусовъ повысилась темпера-
тура воды'? 

Объяснить значеніе отвѣта при р = 70, q = 40; р = 60, 80. 



166. Въ бассейнъ влиліг сначала т ведеръ воды, а иотомъ 
вылили изъ него п ведеръ. На сколько ведеръ увеличилось ко-
личество воды въ бассейнѣ? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ при т — 60, w = 40 и т = 25, 
п — 38? 

167. Въ одномъ городѣ родилось с человѣкъ, а умерло / 
человѣкъ. На сколько увеличилось населеніе города'? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ, если с = 17000, / = 10000, 
с = 2 0 0 0 0 , / = 2 3 0 0 0 ? 

168. Въ училище въ теченіе учебнаго года поступило т 
мальчиковъ, а выбыло п. На сколько за годъ уменьшилось общее 
число учениковъ? 

Какое значеніе имѣетъ отвѣтъ, если т — 45, п = 60; ш = 28, 
» = 15? 

169. Какое значеніе имѣютъ выраженія: —а руб. убытка, 
—с руб. прибыли; — т руб. выигрыша, —п руб. проигрыша? 

170. Какое значеніе имѣютъ выраженія: —s руб. капитала, 
—f руб. долга? 

Г Л А В А IV. 

Приведете. 

§ 22. Положительные и отрицательные члены многочлена. 
Мы уже знаемъ (§ 9), что многочленами называются такія алге-
браическія выраженія, которыя состоять изъ нѣсколькихъ одно-
членовъ, соединенныхъ между собою знакомъ -}- и л и —• Члены 
каждаго многочлена обыкновенно разсматриваются съ тѣми зна-
ками, которые стоятъ передъ ними, и тѣ изъ членовъ, передъ 
которыми стоить знакъ - f > называются положительными, а тѣ, 
передъ которыми стоить знакъ —, называются отрицательными. 
Такъ, въ многочленѣ: 

За2 — 4ab - f 2b2 — З*2 

члены: 3а2 и 2Ь2 суть положительные, а остальные два — отри-
цательные. 

§ 23. Подобные члены. Члены многочлена называются по-
добными, если они или совершенно одинаковы, или различаются 
только коэффициентами или знаками. Такъ, напр., въ многочленѣ: 

ЪаѢ — 4ас3 + ЪаЧ — Ъах* - f 7acs 

первый и третій членъ подобны, потому что они совершенно 
одинаковы; точно такъ же второй и пятый члены подобны, по-
тому что они различаются только коэффиціентами и знаками; 
четвертый же членъ — Ъах1 не имѣетъ себѣ подобныхъ, потому 



что онъ отличается отъ другихъ своими буквенными множи-
телями. 

§ 24. Приведете подобныхъ членовъ. Если в ъ много-
членѣ встрѣчаются подобные члены, то его можно упростить, 
соединяя всѣ подобные члены в ъ одинъ. Такое упрощеніе мно-
гочленовъ называется приведеніемъ подобныхъ членовъ. 

При приведеніи подобныхъ членовъ разсматривается два 
случая: 

I с л у ч а й , когда подобные члены имѣютъ одинаковые знакн. 
Возьмемъ многочленъ: 

4аЧ — Зху + 2аЧ - f 3аЧ. 

В ъ этомъ многочленѣ первый, третій и послѣдній члены 
подобны; в с ѣ со знакомъ Этотъ знакъ показываетъ, что къ 
четыремъ какимъ-то величинамъ надо сначала прибавить двѣ , а 
потомъ еще три такихъ величины; всего, слѣдовательно, должно 
получиться 9 такихъ величинъ, или 

4 аЧ + 2 аЧ + 3 аЧ = 9 аЧ. 

Поэтому, многочленъ 4аЧ — Зху + + Зя2^ [можно замѣ-
нитьравнымъ, или тождественнымъ ему двучленомъ: 9аЧ—Зху, т.-е. 

4 аЧ — Зху + 2 аЧ + 3 аЧ = 9 аЧ — Вху. 

Возьмемъ другой многочленъ, въ которомъ подобные члены 
имѣли бы знакъ —, напр.: 4а2 — 3ах2 — 4ах 2 — бал;2. 

Въ этомъ многочленѣ отъ 4я2 надо постепенно отнять сперва 
три какія-то величины, потомъ четыре и наконецъ 6 такихъ ве-
личинъ. Вмѣсто того, чтобы отнимать отдѣльно каждую величину, 
можно отнять ихъ сумму, т.-е. 

4а2 — Зал;2 — 4дг*2 — 6ах2 — 4д2 — (3ах2 -f- 4ах 2 + 6ах2). 
Но 3ах2 + 4=ах2 -f- 6ах2 = 13ах 2 ; слѣдовательно, 

4а2 — 3 ах2 — 4 ах2 — бах2 = 4а2 — 13 ах2. 

Изъ этихъ примѣровъ мы можемъ вывести правило: Чтобы 
сдѣлатъ приведены подобныхъ членовъ, имгьющихъ одинаковые знаки, 
надо коэффициенты ихъ сложить и, не измѣняя буквеннаго вы-
ражения, поставить передъ суммою тотъ же знакъ, какой имѣли 
члены до нриведенія. 

Примѣръ: — 6x s + ЗаЧ — 4 * 3 — 9х3 + 4&Ч — З* 8 — 
— 22 л 8 + 7 аЧ. 

II с л у ч а й , когда подобные члены имѣютъ разные знаки. 



Возьмемъ многочлены: 
I. 2аЧ-\- 9х2у — 4х2у. 

II. 2аЧ—9х2у-\-4х2у. 
В ъ первомъ'изъ этихъ многочленовъ къ количеству 2аЧ надо 

сперва количество х2у придать 9 разъ, а потомъ отнять его 4 раза, 
— а это все равно, если бы количество х2у придали (9 — 4) = 5 
разъ. Слѣдовательно, вмѣсто членовъ -f- 9х2у — 4х2у можно по-
ставить одинъ членъ + 

Во второмъ же изъ этихъ многочленовъ изъ количества 2аЧ 
надо сначала количество х2у отнять 9 разъ, а потомъ придать его 
4 раза, а это все равно, что вычесть послѣднее количество 5 разъ, 
т.-е. — 9х2у -f- 4х2у = — 5х2у. 

Слѣдовательно, 
I. 2аЧ 4- 9х2у — 4х2у — 2аЧ 4 5х2у. 

II. 2 аЧ — 9х2у 4- 4х2у = 2 аЧ — Ьх2у. 
Изъ этихъ примѣровъ мы можемъ вывести правило: Чтобы 

соединить два подобные члена съ различными знаками въ одинъ, 
надо изъ бблыиаго коэффициента вычесть меньшій и, нг измѣняя 
буквеннаго выраженія, передъ разностью поставить знакъ большого 
коэффиціента. 

§ 25. Если многочленъ содержать нѣсколько подобныхъ 
членовъ съ различными знаками, то обыкновенно поступаютъ 
такъ: сначала складываютъ коэффициенты положительныхъ чле-
новъ, потомъ отрицательныхъ, и наконецъ изъ полученнаго такимъ 
образомъ бблыиаго коэффиціента вычитаютъ меньшій и въ резуль-
тата ставятъ знакъ большей суммы. Напр.: 

7as + 3x2z — 4x2z 4- 6x2z — 10x2z — 3x2z. 
Въ этомъ многочленѣ в с ѣ члены, кромѣ перваго, подобны 

такъ какъ здѣсь подобные члены имѣютъ различные знаки, то 
сначала мы сложимъ коэффициенты положительныхъ членовъ: 
второго и четвертаго, получимъ: 4 ^x2z-\- 6x2z = 9x2z. Потомъ 
сложимъкоэф. отрицательныхъ членовъ; получимъ: —4x2z —10x2z 
— 3 x 2 z = ' — 1 7 x 2 z . Наконецъ изъ коэф. большей суммы вычтемъ 
коэф. меньшей, т.-е. изъ 17 вычтемъ 9, получимъ 8. Слѣдова-
тельно, многочленъ: 

7й8 4- 3x2z — 4 4 - 6x2z — 10x2z — 3x2z = 7а3 — 8 А 
Замѣтимъ при этомъ]: если въ многочленѣ встрѣчаются по-

добные члены съ равными коэффиціентами, но съ различными 
знаками, то эти члены взаимно уничтожаются; поэтому они обык-



новенно зачеркиваются. Такъ, в ъ нашемъ многочленѣ второй и 
послѣдній члены можно зачеркнуть, потому что они взаимно 
другъ друга уничтожаютъ. 

Задачи. 

171. ЗаѢ + 7а2Ь. 
172. lbab2 + 16аЧ + 17а£2. 
17В. 20ху2 + 12ху2 + 13х2у 4 -16х 2 у. 
174. 26 а2 —Зху2 —12 ху2. 
175. 14а8 — ab2 — ЗаЬ* — 4ab2 

176. 10а2 4- За2 + 4а2 10b3 — 3bs + 16а£2. 
177. 3(а 4- bf + 4(а + bf 4" 6(а + Ь)2. 
178. 7 (а — З ) 3 4 - 2 ( а — £)8 + 3(а — bf. 
179. 18 аѢ — 3 аѢ. 
180. 16аЬ2 — ЫаЬ2 — аЬ2. 
181. 18ab2 + 13ab2 4- 10а26 — 4ab2 — За. 
182. 9а8 — 4а8 4 За3 — 9ab2 — 6а8. 
18В. 16а2 + 12а£ — 13а2 — 8а2 4 - 8а2 — ІбаЬ. 
184. 1<даЬх — 13а2х — 14а£л: 4" 12а2лг — 19а 2*. 
185. 18хт 4 10уп — 14хт — 12л:т — у п + ут + 7хт. 
186. 15ат— 12аот 4- 14а" — 1 6 ^ 4 - 14ап 4- 16а"1. 
187. 10(а—Ь) 4- 10(а 4- Ь) — 12(а — Ь) + 12(а + Ь) + 3 ( а — Ь). 
188. 1 2 ( x — y f — 17(а + bf 4" 14(а 4 - б)8 — 12 (я — у ) 8 4 - 10(л: — y f . 
189. (а -4 bf — За(а 4 - bf + 4(а + bf + 2а(а 4" bf. 
190. 1 8 0 + — Ю(у — xf + 14(л: — sf + 13(<у — x f . 
191. 7 a2b — ІЦаѢ + 3\a2b — 2\a2b. 
192. \a2bc — \abo2 — ЫѢс — \abc2 4 - abc2 4- a2bc. 
193. 5a2 — 3ab + bed— d2 — 5a2 4" 3ab + 7d2 4 - 2a2 — bab — Scd + 

4 d2 — 3a2 4- 4ab + 7cd — 9d2. 
194. 7л:8 — x2y 4• w8 — ui)2 4" — Su3 -j- 4x2y — 5xs-j-5x2y — 2x3-{-

4 3и3 — 7uv2 4- 4и8 — 4uv2 + Xs — &x2y. 
195. 1,34m — 7,6w - f 9,37p — 8 , 7 n ~ 9,4m — 81,7p + 9,76m - f 9,3n 4 -

4- 4,33/. 
196. 41,6(a 4- b2) — 43,1 (a 4" bf + 37,8a:2 — 5,37(a 4- bf + 0,09л:2 — 

—4,05(a 4 - b2) — 0,85(a 4- b2) + l ,97(a 4- bf 4 - 4,19л:2. 



ОТД-ЬЛЪ II. 

Алгебраическія дѣйствія. 
ГЛАВА І. 

Главнѣйшія свойства первы^ъ четырекъ дѣйствій. 

§ 26. Формула дѣйствія. Такъ какъ въ алгебрѣ числа 
обозначаются буквами, то и дѣйствія въ истинномъ значеніи этого 
слова не могутъ быть выполнены. Можно только изобразить, что 
надъ двумя или нѣсколькими алгебраическими выраженіями надо 
произвести тѣ или другія дѣйствія. Напр., если бы мы желали 
перемножить двучлены: 

a -f- b и а — b, 
то надо было бы это записать такъ: 

(a + b){a — b). 
Самое же дѣйствіе можетъ быть выполнено лишь тогда, 

когда буквы будутъ замѣнены числами. 
Выраженіе, которое показываешь, что надъ двумя или не-

сколькими алгебраическими выраженіями надо произвести извѣ-
стныя дѣйствія, называется формулою дѣйствія. 

Такова, напримѣръ, формула: {a - f Ь){а—Ь). 

§ 27. Понятіе объ алгебраическихъ [^дѣйствіяхь. Почти 
каждую формулу дѣйствія можно преобразовать въ другую, болѣе 
простую, но тождественную съ данной. Такъ, нашу формулу 
(а + Ь)(а — Ь) можно преобразовать, какъ мы увидимъ ниже, въ 
формулу: а 2 — Ъ2, т.-е. 

(a + b) {a—lb) = a2 — b2. 
Такое собственно преобразовапіе и называется алгебраиче-

скимъ дѣйствіемъ. И такъ, алгебраическимъ дѣйствіемъ назы-
вается преобразованіе формулы дѣйствія въ другую, болѣе простую, 
но тождественную съ данной. 

§ 28. Истины, [на которыхъ основаны алгебраическія 
дѣйствія. Производство алгебраическихъ дѣйствій основано на 



нѣкоторыхъ истинахъ. Однѣ изъ этихъ истинъ сами собою оче-
видны, и называются аксіомами; другія же становятся очевид-
ными послѣ нѣкотораго ряда разсужденій, и называются тео-
ремами. Перечислимъ важнѣйшія аксіомы и теоремы, на кото-
рыхъ основано производство алгебраическихъ дѣйствій. 

Аксіомы. 1) Две величины, равныя порознь одной и той же 
третьей, равны между собою. 

Напр., если а = Ь ж с — Ь, то я. а —с. 
2) Если къ равнымъ величинамъ придадимъ поровну, или 

отнимемъ отъ нихъ поровну; увеличимъ ихъ, или уменъшимъ въ 
одинаковое число разъ,— то получимъ величины,равныя между собою. 

Напр., если а — Ъ, то a -f- х — Ъ + х, а — х — Ъ — х, ах — Ъх, 
а : х = Ь : х. 

3) Если къ двумъ неравнымъ величинамъ придадимъ поровну, 
увеличимъ, или уменььиимъ ихъ въ одинаковое число разъ, — то и 
получатся величины неравныя, а именно: отъ большей величины 
и получится большая. 

Напр.,. если а ]> Ь, то a -f- с > b -}- с, а — с > Ъ — с, ас~^> be*), 
а: с^> Ь: с*). 

4) Если къ двумъ равнымъ величинамъ придадимъ, или отни-
мемъ отъ нихъ неравныя, то получатся неравныя величины, а 
именно: та будетъ больше- къ которой придали больгие, или отъ 
которой отняли меньше. 

Напр., если а = Ь, но с > d, то а + с ~>> b -f- d и а — с <^b — d, 
§ 29. Теоремы. 1) Сумма не изменяется отъ перемены 

порядка слагаемыхъ. 
Напр.: а-\-Ь-{-с = с-\-Ь-\-а = с-^-а-\-Ь и т. п. 

Это свойство вытекаетъ изъ самого опредѣленія суммы, какъ 
числа, содержащаго въ себѣ совокупность единицъ в с ѣ х ъ сла-
гаемыхъ. 

2) Чтобы придать или отнять сумму, достаточно придать 
или отнять отдельно каждое слагаемое. 

Напр., a-\-{b-\-c-\-d)=a-\-b-\-c-\-d и а—{b-\-c-\-d)=\a—b—с—d. 
Въ самомъ д ѣ л ѣ : сумма заключаете въ себѣ в с ѣ единицы 

слагаемыхъ. Поэтому, результатъ долженъ получиться одинаковъ, 
будемъ ли мы сразу прибавлять или отнимать в с ѣ единицы, или 
по одной единицѣ, или наконецъ по нѣскольку единицъ. 

*) Здѣсь множитель и дѣлитель разумѣются положительными. 



3) Чтобы умножить сумму на какое-нибудь число, доста-
точно умножить отдѣльно каждое слагаемое на это число. Напр., 
{а + b -f- с)т — am + bm + ст. 

При доказательствѣ этой теоремы разсмотримъ 3 случая. 
I с л у ч а й : т есть дѣлое число, равное, положимъ, 3. 

Тогда умножить a -f- Ъ + с на 3 значитъ взять эту сумму слага-
емымъ 3 раза. Получимъ (а + Ь + с) 3 = (а + b -f- с) + (я 4- Ь + с) + 
+ {а+ Ь-\-с) =а + Ь-\-с + а + Ь+с-±а + Ь + с=Ъа + ЪЬ + %с. 

II с л у ч а й : т есть дробь, числитель которой равенъ 
единицѣ. Пусть т = Въ этомъ случаѣ умножить <з + b с 
на у значитъ найти седьмую часть отъ этой суммы. Легко убѣ-

диться, что \ часть а-{- b-j-c будетъ равна Въ самомъ 

дѣлѣ, умноживъ выраженіе y-H-y—f-y- на.7, получимъ(у—f-y+" 

7 = f • 7 + Ь 7 7 = а 4- Ъ 4- с. 

Но съ другой стороны, если мы выраженіе (а 4- b 4- умно-
жимъ на 7, получимъ (а 4~ b -j- с). | . 7 = (а 4- Ь 4" с). \=а-\-Ь-\-с. 

Изъ этого мы заключаемъ, что (а 4* b 4- с) . \ = у - 4 и л и 

равно й . , 4 ^ • у + с . f• 
III] с л у ч а й : т есть дробь, числитель которой больше еди-

ницы. Пусть т = \. Въ этомъ случаѣ умножить сумму a - f b 4- с 
на -̂f- значитъ отъ а 4- b 4- с найти части. Для этого сначала 

найдемъ отъ а 4- Ъ 4- с, получимъ Этотъ результатъ 

надо взять 3 раза; получимъ: - 3 — 

+ ' г . 8 = + * + 

4) Чтобы • раздѣлить сумму на какое-нибудь число, доста-
точно каждое слагаемое раздѣлить на данное число. 

Требуется] доказать, что {а 4- b + с) : т— Такъ 

какъ дѣлимое равно частному, умноженному на дѣлителя, то, 
чтобы убѣдиться въ справедливости этой истины, умножимъ 

предполагаемое частное н а дѣлителя. Получимъ: 

(—Н [-—) т = — .т4~— . т 4- — . т = а 4- b 4- с, т.-е. получимъ 
то ' т ' т / т ' т т ' ' ' 0 

дѣлимое. Слѣдовательно, предполагаемое частное вѣрно. 



5) Произведете не изменяется отъ перемены порядка 
множителей. 

Напр.: 3 . 5 . 7 = 5 . 3 . 7 = 7 . 3 . 5 и т. П. 
а . b . с = b . а . с = с . а . b и т. п. 

Теорема эта доказывается въ курсахъ ариѳметики. 
6) Чтобы умножить какое-нибудь число на произведете 

нѣсколькихъ множителей, надо умножить это число на перваго 
множителя, полученный результатъ на второго и т. д. 

Надо доказать, что 6 . (7 . 5) = 6 . 7 . 5. 
Такъ какъ 7 . 5 = 35, то б . (7 . 5) = 6 . 35. Перемѣстпвъ въ 

этомъ послѣднемъ произведеиіи множителе!!, получимъ 35 . 6. 
Поставимъ теперь вмѣсто 35 двухъ множителей 7 и 5. Тогда 
35 . 6 = 7 . 5 . 6. Наконецъ, переставивъ множителя 6 на первое 
мѣсто, получимъ, что 7 . 5 . 6 = 6 . 7 . 5 . 

Изъ этой теоремы вытекаютъ слѣдствія: 
Г. Чтобы перемножить два произведенья, надо первое про-

изведете последовательно умножить на всѣхъ множителей 
второго, т.-е. 

(abc) . (def) = abc . d . е ./ = abcdef. 
II. Въ произведеніи можно соединять множителей въ какія 

угодно группы. Такъ, 
abcclef = (abc) . {def) = (ab) . (cd) . (ef) = a . (bed) . (ef) и т. п. 

7) Чтобы раздіълить произведете на какое-нибудь число, 
достаточно раздгьлить одного изъ множителей на это число. 

Требуется доказать, положимъ, что be. 

Для этого умножимъ обѣ части предполагаемаго равенства 
на т; получимъ: 

аЬо л а , 
— • т = — • ост. 

т L т 

Послѣднее равенство справедливо, потому что ~ . т = abc 

(такъ какъ отъ дѣленія и умноженія на одно и то же количество 

произведете abc не измѣняетъ своей величины), и . Ьст = 
— mbc = abc. Слѣдовательно, и предполагаемое равенство 

cibc а • J)q 
т т 

такяіе справедливо, потому что второе равенство получается изъ 
перваго отъ умноженія обѣихъ частей на одно и то же коли-
чество т-. 



Такимъ же образомъ можно доказать, что 
аЬс Ъ , с 
— — а — с — ab — 
т т т 

8) Чтобы разделить на какое-нибудь произведете, надо 
сначала раздуьлить на перваго множителя, полученный резулътатъ 
на второго, потомъ на третьяго и т. д. 

Напр., 216 : (4 . 3 . 6) = [(216 : 4) : 3] : 6, 
или а : {тпр) — [{а : т) : п] : р. 

ГЛАВА II. 
Алгебраическое споженіе. 

§ 30. Опредѣленіе. Два или нѣсколько алгебраическихъ 
количествъ могутъ быть соединены въ одно, называемое суммою, 
которое равно совокупности в с ѣ х ъ единицъ (какъ положитель-
ныхъ, такъ и отрицательныхъ), заключающихся въ давныхъ 
количествахъ. 

Дѣйствіе, посредствомъ копгораго находится сумма нѣсколъ-
кихъ данныхъ количествъ, называется алгебраическимъ сложеніемъ. 

§ 31. Сложеніе количествъ. При сложеніи двухъ алге-
браическихъ количествъ могутъ быть два случая: 1) оба коли-
чества имѣютъ одинаковые знаки, и 2) оба количества имѣютъ 
разные знаки. 

I с л у ч а й . Пусть требуется сложить + 9 и + 5> или 
—9 и —5. 

Сложить + 9 и + 5 значіггъ соединить всѣ эти положи-
тельныя единицы. 9 полояштельныхъ единицъ да 5 такихъ же 
единицъ будетъ 14 положительныхъ единицъ, пли (-]- 9) + 
( + б) = + 14. 

Точно такъ же отъ соединенія 9 отрицательныхъ единицъ 
съ 5 таковыми же получится 14 отрицательныхъ единицъ, т.-е. 
( - » ) + ( — 5 ) = — 1 4 . 

Изъ атихъ примѣровъ мы можемъ вывести правило: Чтобы 
сложить количества, имѣюгція одинаковые знаки, надо сложить 
ихъ абсолютныя, величины и передъ суммою поставить ихъ" 
обгцій знакъ. 

II с л у ч а й . Пусть требуется сложить -J- 9 и — 5 . 
Сложить 9 и — 5 значнтъ соединить 9 положительныхъ 

единицъ съ 5 отрицательными. Но намъ извѣстно (§ 19), что 



при соединены положительныхъ единицъ съ отрицательными 
каждая полояштельная единица взаимно уничтожается отрица-
тельною. Поэтому, и въ нашемъ примѣрѣ отъ соединенія 9 поло-
жительныхъ единицъ съ 5 отрицательными взаимно уничто-
жится 5 положительныхъ и 5 отрицательныхъ единицъ; въ ре-
зультат же получится 4 положительныхъ единицы, т.-е. 
( + » ) + (—5) = + 4. 

Разсуждая подобнымъ образомъ, найдемъ, что (—9)+ ( - j - 5 )=—4. 

Изъ этихъ примѣровъ выводимъ правило: Чтобы сложить 
количества сь разными знаками, надо вычесть ихъ абсолютный 
величины: меньшую изъ большей, и передъ полученнымъ резуль-
татомъ поставить знакъ того слагаемаго, которое имѣетъ боль-
шую абсолютную величину. 

С л ѣ д с т в і е . Изъ сказаннаго слѣдуетъ, что алгебраическая 
сумма не всегда больше каждаго слагаемаго, какъ это бываетъ 
въ ариѳметикѣ, и что придать какое-либо число еще не значить 
увеличить данное число; обыкновенно число увеличивается, если 
придаютъ къ нему положительное число, и, наоборотъ, умень-
шается, если придаютъ къ нему отрицательное число. 

§ 32. Сложеніе буквенныхъ количествъ. Если алгебраи-
ческія количества изображены- буквами, то самого дѣйствія 
сложенія выполнить нельзя, его только обозначаютъ. Для этого 
къ одному слагаемому приписываютъ другія съ тѣми же знаками, 
съ которыми они даны; знаки же дѣйствія опускаются. Такъ, 

(+ а) + (+ Ь) — + а + Ъ = а + Ь\ (— а) + (+ Ъ) = — а + Ь\ 
(+ а) + (— Ь) = + а — Ъ = а — b; (—a) -f (— b) = — а — b; 

(+ я) + (— #) + (— z) — а — х —z. 

§ 33. Сложеніе одночленовъ. Такимъ я^е образомъ, какъ 
и при сложены букв, количествъ, поступаютъ, когда требуется 
сложить нѣсколько одночленовъ, т.-е. всѣ одночлены пишутся 
рядомъ съ тѣми же знаками, съ которыми они даны, и затіъмъ, 
если возможно, дѣлается приведете подобныхъ членовъ. Пусть 
требуется сложить одночлены: + 3а2Ь, — 4 а \ — 2b'ac, - f 2аЧ. 
Чтобы обозначить, что эти одночлены надо сложить, пишутъ 
такъ: ( + 3аЧ) -(- (— 4а2с) 4- (— 2Ь2с) + (-)- 2аЧ). Затѣмъ въ по-
лученной формулѣ надо отбросить скобки и знаки дѣйствія; 
получимъ: 

3аЧ ~ 4а2с — 2аЧ. 



Наконецъ, надо сдѣлать приведете иодобныхъ членовъ; 
получимъ: 5аЧ — 4а2с — 2Ь2с. 

Примѣры: 1. (3 а2х) + ( + 7 ах2) + (— 3 ab2) + (— 6 аЪ2) = 
= 3а*х + lax2 — Sab2 — 6ab2 = Ъа2х -f- lax2 — 9ab2. 

2. (IЪаЧ) + (— 3аЧ) -f (— 6аЧ) -f (+ 9аЧ) — ЪаЧ — 3аЧ — 
— 6 аЧ + 9 аЧ = ЪаЧ. 

§ 84. Изъ предыдущаго параграфа мы видимъ, что при 
сложеніи одночленовъ до приведенія въ суммѣ получается мно-
гочленъ, членами котораго служатъ одночлены, данные для 
сложенія, съ ихъ прежними знаками. На этомъ основаніи всякій 
многочленъ можно разсматривать, какъ алгебраическую сумму 
всехъ его членовъ. 

Алгебраическая сумма, или многочленъ, обладаетъ всѣми 
свойствами ариѳметической (см. § -29. 1, 2, 3 и 4). 

§ 35. Сложеніе многочленовъ. Пусть требуется къ какому-
нибудь алгебраическому выраженію, которое мы для краткости 
обозначимъ черезъ А, придать многочленъ: а — b - f с. Такъ какъ 
всякій многочленъ можно разсматривать, какъ алгебраическую 
сумму его членовъ, то, чтобы придать многочленъ а — b + с къ 
выраженію А, достаточно придать отдѣльно каждый его членъ 
(§ 29, 2); а для этого надо каждый членъ приписать съ тѣмъ 
же знакомь, т.-е. 

А + (а ~ Ь-\-с) = А-\~а — b + с. 
Изъ этого мы можемъ вывести правило: Чтобы сложить 

несколько многочленовъ, надо къ членамъ одного изъ многочленовъ 
приписать последовательно всѣ члены остальныхъ многочленовъ, 
не изменяя при членахъ знаковъ; затѣмъ, если возможно, надо 
сделать приведете. 

Положимъ, что требуется сложить многочлены: 
4as — ЪаЧ — 2ab2 + бб8; За8 + ЪаЧ — 4ab2 + 9b*; 6я8 — ЪаЧ - f ЪаЬ2. 

Для этого къ первому многочлену припишемъ всѣ члены 
остальныхъ многочленовъ; получимъ: 
(4я3—ЪаЧ—<<2аЬ2-\-ЪЬ'&)-\-(Ъаъ-\-Ъа2Ь—4a32-f-9£8)-f-(6a3— ЪаЧ-\-ЪаЬ2) = 

= 4д8—ЪаЧ—ЪаЬ2+№+Ъаъ+ЪаЧ—4a£2+9&3-b6a3—ЪаЧ+ЪаЬ2. 
Сдѣлавъ приведете, найдемъ, что искомая сумма равна: 

I3as- ЪаЧ — аЬ2 + 1ЪЬ8. 
На практикѣ при сложеніи многочленовъ, чтобы облегчить 

приведете, обыкновенно подписываютъ одно слагаемое подъ 
другимъ такъ, чтобы подобные члены стояли подъ подобными, 
и затѣмъ дѣлается приведете подобныхъ членовъ. 

/ 



Такъ, сложедіе предыдущпхъ многочленовъ полезно рас-
положить слѣдующимъ образомъ: 

Г 4а8 — З а 2 3 — 2 а £ 2 + б £ 3 

-I- • За8 + ЬаѢ — 4ab2 + 9b3 

I 6а3 ~ ЬаѢ + ЪаЬ2 

С.умма = 13 а3 — 3 агЬ — lab2 + ~15Ж. 
Задачи. 197. ( + 14) + ( + 16). 198. ( + 35) + (—36). 

199. (— 16) + ( + 24). 200. ( — 1 0 ) + (—74). 
201. ( + 1 4 ) + ( — 1 2 ) + ( — 2 ) . 
202. ( + 3) + (— 7) + ( — 16) + ( + 12). 
203. ( + 2,5) + (—3,4) + ( + 16,4) + ( — 4). 
204. ( — Ю) + (— 3 2) + ( — 21) + ( + 90). 
205. ( + я ) + ( + * « ) + ' ( — « ) • 
2 0 6 . ( + * ) + ( + ^ ) + ( — я). 
207. {—а) + (—Ь) + ( + с). 
208. ( + т) + (— п) + ( — / ) + ( + q). 
209. За2 f ( — Щ . 
210. 6а2£ + ( — 3 ах2) + (— 4а9£). 
211. 0,4а2 + ( — 3 Ь2) + ( + 0,4с2). 
212. 2, lax3 + (—За2х2) + (4 ах3) + (— б£4). 
213. 2,1а8 + (— 16 аѢ) + ( — 1,4с3). 
214. 0,6л:2 + (— 0,6у2) + ( — 0,4л2) + ( + 0,5jy2). 
215. 13а? b + (— 10ху2) + (— 13ab2) -f- ( + 10х2у). 
216. 0,4x22 + ( — 0,80s) + (— 0,8 A ) + ( — 0,6**2). 
217. 6(а + P) + [ - 4(а + bf) + [ — 14(а + b2)] + [— 16 (a + b)2) + 

+ [ + 13 (a + b2)}. 
218. 7 (x-y? + [ + 7 ( a - b ) 2 ) + [ + 4(a - bf] + [ - 8(* —y)] + 

219. (5л;3 — 3x2y — 6 xy2) + (— 5x2y + 4л:8 + 10xy2). 
220. (ab — 4b2 — 3a2) + ( 5 a £ — 10a2 + 7b2). 
221. (6л;3 — 5л:2 — 0,4л:) + (л:3 + Зл:2 + 2,6л:) + ( — 7х3 + 6л:2 — 0,2л:). 
222. (Uasb — 12аѢ2 — 16 ab3) + (—10а3Ъ — 12ab3) + (+ 6a3b + 

+ 14а 2£ 2—ІОаб 3) . 
223. ( 2 5 а 2 — 90а + 81л;3) + ( 1 6 а 2 — 40а) + (31а2 + 150а — 60л;3). 
224. (7х3 — сл:2 — 4 ab2 + сЬс — 6с3 + abc) + ( — Зл;3 + 2 ab2 — 4с2л: — 

— 8 abc) + (— 6л;3 — 9сл:2 + ЗаЬ2 + 6с2л: — 6 с3 + 9 abc). 
225. {Шх3 — 2Ъгх2 — b3x — a2bx) + (ІЗбл;3 + 1б£3л: — 13а26л;) + 

+ {ІЬЬх3 + 1б£2л:2 — 14£3л: + 12а26л:). 
226. (6л;2 — 1662 + 4 be — 25с2) + ( — 2л;2 — Шс — Юс2) + 

+ ( — 4л;2 + ІЪЬ2 + Qbc + 35с2). 
227. [3(а — Ь)2 — Ца — Ь) — 2] + [7(а — Ь)2 — Ю(а —Ь) + 

+ 6] + [4 (а — Ь)2 + 3 (а — b)]. 
228. [1,6а2(л: — у) —4,3 (х —у)3 + 2% а {х —у)2] + [1,7 а2 {х —у) — 

— 4,66 . . а ( х — у ) 2 — 3,4 (л; — у) 3] . 
229. Купецъ заплатилъ за товаръ а рублей. За сколько 

онъ иродалъ его, если онъ получплъ на всемъ товарѣ Ъ руб. 
прибыли ? 

Объяснить смыслъ задачи, если а = 560 и Ъ — — 94. 



230. Нѣкто выигралъ т рублей. Сколько у него оказалось 
денегъ, если до начала игры онъ имѣлъ при себѣ b рублей'? 

Объяснить смыслъ задачи, если b •= 150 и т = — 90. 

231. Термометръ показывалъ въ полдень а гр. тепла; 
сколько онъ показывалъ въ 2 часа дня, если температура повы-
силась на b градусовъ? 

Объяснить смыслъ задачи и отвѣта, если <2 = 6 и 6 = 7; 
а = — 6 и 6 = 7; = 6 и Z> = — 7\ а = — 6 и b — — 7. 

ГЛАВА III. 

Алгебраическое вычитаніе. 

§ 36. Опредѣленіе. Вычитаніе есть дѣйствіе, посред-
ствомъ котораго по данной суммѣ двухъ слагагмыхъ и одному 
слагаемому находится другое слагаемое. 

Данная сумма называется уменыиаемымъ, извѣстное слагае-
мое — вычитаемымъ, а искомое слагаемое называется разностью, 
или остаткомъ. 

$ 37. Вычитаніе количествъ, Пусть требуется вычесть изъ 
+ 9 количество -f- 5. Вычесть + 5 изъ 4 9 значить найти 
такое количество, которое, будучи сложено съ -j- 5, дасгъ въ 
суммѣ -j- 9. Такое количество будетъ 4 4, потому что ( 4 4) -f-
+ ( + б) = -j- 9. 

Количество + 4 мояшо получить слѣдующимъ образомъ: 
надо къ уменьшаемому + 9 придать вычитаемое съ обратнымъ 
знакомь; получимъ + 9 + (— 5) = 4 - 9 — 5 = 4 4. 

Пусть требуется вычесть изъ 4 9 количество — 5. Въ 
этомъ случаѣ разность будетъ равна 4- потому что + 14, 
сложенное съ — 5, даетъ уменьшаемое 4 9. 

Количество 4~ тоже мояшо получить изъ уменынаемаго 
черезъ прибавленіе къ нему вычитаемаго съ обратнымъ знакомь 
4- а — (— 5) = 4- 9 + (4- 5) = 4- 9 4- 5 = + 14. 

Изъ ЭТІІУЪ примѣровъ мы можемъ вывести слѣдующее 
правило: Чтобы вычесть одно количество изъ другого, надо къ 
уменьшаемому прибавить вычитаемое съ обратнымъ знакомъ. 

С л ѣ д с т в і е . Сравнивая разности: -J- 4 и 4- 14 съ умень-
шаемымъ 4* 9> м ы видимъ, что алгебраическая разность не 
всегда меньше уменьшаемаго; она можетъ быть и больше его. 



Обыкновенно при вычитаніи количествъ уменьшаемое умень-
шается тогда, когда вычитаемое будетъ положительное, и, 
наоборотъ, оно увеличивается, если вычитаемое будетъ отри-
цательное количество. 

§ 38. Вычитаніе одночленовъ. При вычитаніи буквенныхъ 
количествъ, и вообще при вычитаніи одночленовъ, самого дѣй-
ствія выполнить нельзя; его мояшо только обозначить. Для 
этого къ уменьшаемому приписывается вычитаемое слагаемыми съ 
обратнымъ знакомъ. Такъ, 1) а — ( + Ъ) — а -j- (— b) = а — b; 2) 
а — (— b) = а + (+ b) = а + b\ 3) 5bx2 — (+ 3b2x) = 5bx2 — 3b2x\ 
4) — ±a4 — (— Sab2) = — 4 a2b + 3 ab2. 

Легко убѣдиться въ вѣрности полученныхъ результатовъ; 
для этого надо къ каждой разности придать вычитаемое; такъ, 
1) (а— Ь) 4- Ь = а, 2) (а 4- b) -f- (— Ь) — а и т. д., т.-е. получимъ 
уменьшаемое; а это показываетъ, что найденныя разности вѣрны. 

§ 39. Вычитаніе многочленовъ. Пусть требуется изъ какого-
нибудь алгебраическаго выраженія, которое мы для краткости 
обозначимъ черезъ А, вычесть многочленъ: а — b 4- с, т.-е-
надо опредѣлить, чему равно: 

А — {а—Ь-\- с). 

Такъ какъ многочленъ а — b с мояшо разсматривать, какъ 
алгебраическую сумму его членовъ, то, чтобы отнять его отъ вы-
раженія А, достаточно отнять отдѣльно каждый членъ много-
члена (§ 29, 2), а для этого надо каждый членъ вычитаемаго 
приписать къ уменьшаемому слагаемымъ съ обратнымъ знакомъ, т.-е. 
A — (a — b + c) = A + (—a) + (+b)+(—c) = A — a+b — c. 

Отсюда мы можемъ вывести слѣдующее правило: Чтобы 
вычесть одинъ многочленъ изъ другого, надо къ уменьшаемому 
приписать .всп> члены вычитаемаго съ обратными знаками, и 
затгьмъ, если. возможно, сдѣлать приведете. 

Пусть требуется изъ многочлена: ЪаЧ-\-Ва2Ь2-^^аЬь—6Ь* вы-
честь многочленъ аЧ-\-2аЧ2—6abb—4б4. 

(ЬаЧ 4- ВаЧ2 4- — б£4) — (аЧ + 2аЧ 2 — 6ab* — 4£4) = ЬаЧ 4-
4- 3аЧ 2 + 4abs — б£4 — аЧ —г2аЧ2 - f бabd 4- 4£4. 

Сдѣлавъ приведете, найдемъ, что разность между данными 
многочленами равна: 4аЧ -)- аЧ2 - f ЮаЬв — 2b*. 



На практикѣ при вычитаніи многочленовъ для облегченія 
приведенія вычитаемое подписываютъ подъ уменьшаемымъ такъ, 
чтобы подобные члены стояли одинъ подъ другимъ; затѣмъ 
перемѣняютъ знаки у всѣхъ членовъ вычитаемаго и дѣлаютъ 
приведете. Такъ, вычитаніе предыдущихъ многочленовъ полезно 
расположить слѣдующимъ образомъ: 

ЪаЧ +ЗаЧ2 + 4я£8 — № 

Разность = 4 аЧ + аЧ2 + ЮаЬ3 — 2 Ъ4-. 
Примѣръ. (За4 — 2я2 + 1) — ( — 2а4 — За8 -f~ 4а2 —\3а - f 2). 

Расположеніе дѣйствія : 
3 я4 — 2 я2 + 1 

= 2д4 =р Зя3 =Ь4я2 =р Зя =Ь 2 

Разность = 5я4 + Зя8 — 6я2 + Зя — 1. 

Задачи. 232. ( + 75) — ( , + 36). 233. ( + 36) — ( + 75). ' 
234. (-f- 24) — (—37). 235. (—41)—(—64). 
236. (—38) — ( + 7,36). 237. ( - 8) — ( + 41). 
238. (— 16) — (—14) — ( + 12). 
239. ( + 68) — (— 32) — (4-121) — (— 41). 
240. я — ( 4 - 6 ) . 241. (—у). 
242. 3 3 — (4-4с). 243. 7я2—(—4я8). 
244. 8я2 — (+8я 2 ) . 245. 8я2 —(—8я2). 
246. — Зяб — (4-4я 2) . 247. — бя8 — (— 8я8). 
248. 5,6я8 — (4- Зя2) — (— 2а) — (4- 1). 
249. 4,9л>2я2 — (— Зху) — (— 12). 
250. 7,4(я 4- bf — [— 3(я 4- Ь)2} — [ 4 - 4(я + bf\. 
251. Цх —у)т — [4- 3(х—у)п ]-[-2(х— уУ]. 
252. 5 я — (Ab — 2а). 253. 7л;2 — (Зх2 4~ 4у). 
254. 2я8 — (Зя3 4~ 4я2 — я). 255. 0,6л2—(ЗаЬ—4,б*2). 
256. 18 — (— Зя2 — 4я 4- 17). 257. — 6я8 — (4л;2—12я3). 
258. 3,2я — (Ь — я). 259. (а2 + Ь2) — (а2 — Ь2). 
260. (Зя —4Ь) — (— 5я 4- 43). 261. 7я24-2я—(4я24-3я—1). 
262. (Зя2 4- 2ab 4- b2) — (4я2— ЗаЬ — 4Ь2) — (— 5я2 4- 6ab — 2b2). 
.263. (9л;9 — 4,6л; — 0,5) — (3,2л;2 — 3,4л; — 6) — (6,3л;2 — 4,5л; — 1). 
264. (л;8 — 2х2у — Зху2 — 4 / ) — (4л;8 + Зх* у + 2 * / 4" Уь) ~ 

— (— 5л;3 + Зх*у — 2у3). 

Вычесть изъ перваго многочлена второй въ слѣдующихъ 
примѣрахъ: 

265. я2 4- 2ab 4 Ь2\ а2— 2ab - f b\ 
266. я2 — 2ab + З2; я2 4- 2ab 4-
267. я8 4- ЗаѢ 4- ЗаЬ2 4- Ь8; я8 — ЗаЧ + ЗаЬ2 — Ъ8. 
268. я8 — ЗаЧ 4- Sab2 — b8; а8 4- ЗаЧ 4- ЪаЬ*;л+ Ь8. 



269. ai + 4аЧ + 6аЧ2 + 4ab3 + б4; а4 — 4аѢ + 6а2Ъ2 — 4ab3 4- ЬК 
270. ct* — 4аЧ - f б аЧ2 — 4 ад3 + Ь*; а4 + 4а36 + 6а262 + 4а63 + ^4-
271. За2 — 4а — 1: — 2я3 + 4а2 — 2 а + 1. 
272. 4а3 — За2 + 4я; За2 — Bab2 — 4а. 
273. 7а8 — За26 + 2b3; 2а26 — Заб2 + 4а3 + 46s. 
274. 4х2 — 3ху~2у2\ 2у2 — Зху -{- 4лг3. 
276. Цт2п2 — 3 Wp2 - f 4\гіЧ2 \ — 2 , 4 m V — 2ш2^2 — 5п2р\ 

276. Термометръ показывалъ а градусовъ тепла; на сколько 
градусовъ повысилась температура, если черезъ нѣкоторое время 
термометръ сталъ показывать b градусовъ тепла? 

Объяснить смыслъ задачи и отвѣта при а — 8 и 6 = 12; 
й = — 8 и 6 = 1 2 ; а — — 8 и 6 = — 1 2 ; а = 8 и 6 = — 12. 

277. Гребецъ подвинулъ лодку впередъ на т саж., а тече-
т е снесло ее назадъ на п саяс., на сколько саженъ лодка подви-
нулась впередъ ? 

Объяснить смыслъ задачи и отвѣта при от = 45 и « = 20 ; 
т — 60 и п — — 50; т = —40 и п = — 30; ш = — 50 и « = 40. 

Г Л А В А I V . 

Употребпеніе скобокъ. 

§ 40. Раскрытіе скобокъ, передъ которыми стоитъ знакъ 
-f ,изаключеніе въ скобки частей многочлена послѣ этого знака. 
Пусть мы имѣемъ выраягеніе: (а — 6) + (с — d). Раскрыть скобки 
въ этомъ выраженіи означаетъ сложить двучлены а — 6 и с — d. 
Для этого, какъ извѣстно, надо къ первому двучлену приписать 
члены второго, не измѣняя знаковъ; получимъ: 

(а — 6) + (с — d) = а — Ь-\-с — d. 

Изъ этого мы видимъ, что при раскрытіи скобокъ, передъ 
которыми стоитъ -j-, знаки у многочленовъ, заключенныхъ въ 
скобки, не изменяются. 

Наоборотъ, заключить въ скобки какія-либо части многочлена 
передъ -{- значить представить многочленъ въ видѣ суммы 
нѣсколькихъ многочленныхъ слагаемыхъ. Такъ, многочленъ: 
а—6-fc — d мы можемъ представить въ видѣ суммы двухъ 
слагаемыхъ слѣдующимъ образомъ: 1) первое слагаемое будетъ 
а — 6 , а второе с — d или 2) первое слагаемое будетъ а, второе 
— 6 + с—d. Очевидно, что при заключеніи частей многочлена 
послп> + знаки у членовъ остаются безъ перемѣны. Поэтому, 

1) а — 6 с — d = (а — 6) + (с — d), 
2) а — 6 + с — d=a + {— b + c — d). 



Чтобы убѣдиться въ справедливости этихъ равенствъ, доста-
точно раскрыть скобки. 

Такъ какъ а-\-Ь — с = О 4- я 4- ^ — с = 0-{-(а+ Ь —с) = -{-
4- (a 4- Ъ —• с)у то отсюда выводимъ правило, что при зяключеніи 
всего многочлена въ скобки послѣ -f- знаки у членовъ не измѣняются. 

§ 4:1. Раскрытие скобокъ, передъ которыми стоитъ знакъ 
— и заключеніе въ скобки частей многочлена послѣ этого 
знака. Пусть имѣемъ выраженіе а — (b -j- с — d). Раскрыть скобки 
въ этомъ выраженіи значитъ произвести дѣйствіе вычитанія, а 
для этого, какъ извѣстно, надо къ уменьшаемому приписать всѣ 
члены вычитаемаго съ обратными знаками; получимъ: 

а — {Ь + с — d) — a — Ъ — c-\-d. 

Изъ этого мы [видимъ, что при раскрыты скобокъ, передъ 
которыми стоитъ — (минусъ), знаки у членовъ многочлена, заклю-
ченнаго въ скобки, надо измѣнитъ на обратные. Напримѣръ: 

1) (За2 — 2b2 — Sab) — (дх2 4" Зу2 — 4а) =' 
= 3az-2b2 — 3ab — 6x2 — 3y2-l-4a. 

2) (2а2 —- ЗЬ2) — (— 4х2 4- 3ху —у2) = 2а2 — 3Ь2 + 4*2 — Зху 4-у\ 

Обратно, заключить въ скобки какую-либо часть многочлена 
послѣ минуса значитъ представить многочленъ въ видѣ разности. 
Такъ, многочленъ: а 4- b — с — d можно представить въ видѣ 
разности слѣдующимъ образомъ: 

1) уменынаемымъ будетъ первый членъ, а вычитаемымъ 
три послѣдніе; 

2) уменыпаемымъ будутъ первые два члена, а вычитаемымъ 
два послѣдніе. 

Такъ какъ при раскрытіи скобокъ передъ минусомъ знаки 
у членовъ измѣняются на противоположные, то, наоборотъ, при 
заключеніи въ скобки извгьстной части многочлена послѣ минуса 
надо у всѣхъ членовъ, заключаемыхъ въ скобки, тремѣнить знаки 
на обратные. Поэтому, 

1)а-\~Ь — с — d=a — (—b-\-c-\-d), 
2) а-І-b, — с — d={a-\- b) — [c + d). 

Чтобы убѣдитъся въ справедливости этихъ равенствъ, доста-
точно раскрыть скобки. 

Такъ какъ a—b -j-c = 0 4 - a ~ b -j- с = 0 — (—а-\-Ь—с)~ 
= — (— a 4- b — с), то отсюда выводимъ правило, что при заклю-

з* 



ченіи въ скобки всего многочлена после знака минуса надо у всѣхъ 
членовъ изменить знаки на обратные. Напримѣръ: 

I. — За + 2b — с = — (За — 2b + с). 
II. Ъа2 — 4ab — 3b2 = — (— 5а2 + 4ab - f 3b2). 

Задачи. Упростить выраженія: 

278. a.+ [b — (c — d)]. 279. a — [b — (c — </)]. 
280. x - [ y + (z-f «)]. 281. a 2 — [(b + c) — d]. 
282. a — \b — [(c + d)— f + e ] — k). 
283. a — {a — [b — c—(d+a)}}. 
284. а —{За — [4a — (5a - f 6a)]}. 
285. 4л:2 — {Зл:2 — [2л:2— (5л:2 — 6л;2)]}. 
286. а — {Зб + [а — (2b -f- 3с) — 4с — (2а + 3Ъ — с))}. 
287. 3 т — { т -\-п — [m-f-n -\-р — ( т — п — р -f- ^)]}. 
288. 4 х 2 у — { 2| ху2 -f- [6х2у — (Зху2 — л:2 у)]}-
289. 2abc — { 3аЧ — [4abc — (8ab2 — 6аЧ) + 2ab2]}-
290. 4а2 — {ъЬ2 — [2а2 — (8а2 — 4b2) + 6 ab] + 4а2}. 
291. 7а3 — { 4а4 — [За2 — (4аб — 9а4) — (8а8 — 4аБ)] — 11а 4 — 1 8а 5 } -
292. Ът2 -f- {4Ь2 — [5а — (3b — 4т 2) + (6а — ЗЬ2) + 7а2]}. 
293. Зл:2 — { 4у2 — 2z2 + [4л:2 — (3jy2 — б*2) — (2хг — 4у2)]}. 
294. 5а т — {4ап - f [ — 6ап — (7а"1 + 9ап) — 6arrt] — 8ап}. 
295. {За2 — [4 ab + (— 3 b2 — 2ab) + 4а2]} — {ьЪ2— [4a2—(3ab—4b*)]}-
296. {4 — [За — (2Ь + с) — 4d]} — {а — [(Ь — с + 3d) — d ]}• 
297. — (a + b— с). 
298. — (— За2 + 4 be — Зас + 2b2). 
299. — [Зл:2 — 2у2 + (4ху — 2у2 + Зл:2)]. 
300. — { 6а2 — [3 ab — 4а2 — (Ь2 — 2 ab) + 4b2)}. 
301. — [За2 — (2 Ь2 — 4а2)] — [2b2 — 3 ab — ( — 4а2 + 2b2)). 

302. Вычесть разность многочленовъ а 2 -р- 2а — 1 и а 2 

— 2а + 1 изъ а 2 — 1. 
303. Изъ суммы первыхъ трехъ многочленовъ a 2 - f b2 + 

-(- с2 -f- d2, а2 — b2 — с2 + d2, a2 +b2 — c2 + d2, а 2 + 6 2 + с 2 - ^ 
вычесть сумму послѣднихъ трехъ. 

Чему равны выраженія: 

304. х+у — z — t. 305. л: — у — z — t. 
306. х — (у + z — t). 307. — ( л : — y + z-s^ 
если х — a + £ + с, у — а-\- Ь~— с, z = a-j- с — b, t — b с —/ а-

Чему равны выраженія: 

308. т — (п — q—p). 309. — (т — п + р) s 



310. —m + n — (p — q), 311. — (—m — n—p + q), 
если т — За2 — 2ab + 32 ; n = 5a2 — 4ab -f- 3b2; 

p — -Ta2 + bab-\-3b2] q = 4:a* — 2ab -f b2. 

312. He измѣняя значенія многочлена: Зя3 + 4 а 2 — 5 a — 6 , 
заключить въ скобки: 1) нослѣдніе три члена, 2) послѣдніе два 
члена, 3) нослѣдній членъ, и каждый разъ передъ скобками по-
ставить знакъ плюсъ. 

313. Не измѣняя значенія многочлена: 4а2 — 3Ь2 -\-с2 -\-2bc, 
заключить въ скобки: 1) послѣдніе три члена, 2) дослѣдніе два 
члена, 3) послѣдній одинъ членъ, и каждый разъ поставить пе-
редъ скобками знакъ минусъ. 

314. Не измѣняя значенія, заключить въ скобки весь мно-
гочленъ : —2а2 + За — 1 и поставить передъ скобками знакъ 
минусъ. 

315. То же сдѣлать съ многочленомъ: 

5аа — 3Ь2 + 4с2 — 2ab -j- 3be — -кас. 

316. Не измѣняя значенія многочлена: я4 — За8 + 4я2 — 
— 2а — 3, поставить скобки передъ За8 и послѣ 4я2, передъ 2а 
и послѣ 3 ; затѣмъ все выраженіе заключить въ скобки, передъ 
которыми поставить знакъ минусъ. 

ГЛАВА V. 

Алгебраическое умноженіе. 

§ 42. Опредѣленіе. Изъ ариѳметики намъ извѣстно, что 
умножить одно число на другое значитъ изъ множимаго соста-
вить новое число такъ, какъ множитель составленъ изъ единицы. 
Такъ какъ в ъ алгебрѣ разсматриваются двоякаго рода единицы: 
положительный и отрицательныя, то вышеупомянутое опредѣ-
леніе не совсѣмъ подходитъ для умноженія алгебраическихъ 
количествъ. 

Подъ алгебраическимъ умноженіемъ разумеется такое дѣй-
ствіе, посредствомъ котораго изъ множимаго составляется новое 
число такимъ же образомъ, какъ множитель составленъ изъ 
положительной единицы. 

§ 43. Умноженіе количествъ. Правило знаковъ. Раз-
смотримъ, какимъ образомъ умножаются алгебраическія количе-
ства. При умноженіи алгебраическихъ количествъ могутъ быть 
слѣдующіе четыре случая: 



I. Пусть требуется умножить + 8 на + 3. Умножить 
+ 8 на + 3 значитъ изъ + 8 составить новое число такъ, какъ 
+ 3 составлено изъ положительной единицы. Но + 3 соста-
влено изъ положительной единицы такъ: положительная единица 
взята слагаемымъ три раза; сдѣдовательно, чтобы умножить -j- 8 
на + 3 , надо -j- 8 взять слагаемымъ 3 раза; получимъ: 

( + 8 ) . ( + 3) = + 8 + 8 + 8 = + 24. 

И. Пусть требуется — 8 умножить на -f- 3 . И в ъ этомъ 
случаѣ, разсуждая-попредыдущему, найдемъ, что умножить—8 
на + 3 значитъ — 8 взять слагаемымъ 3 раза. 

( - 8 ) . ( + 3 ) = ( - 8 ) + (— 8) + ( - 8 ) = - 2 4 . 

III. Пусть требуется умножить -f- 8 на — 3 . Искомое 
произведете въ этомъ случаѣ должно быть составлено изъ + 8 
такимъ образомъ, какъ — 3 составлено изъ положительной еди-
ницы. Но — 3 [составлено изъ положительной единицы такъ: 
въ положительной единицѣ перемѣненъ знакъ, и полученная 
отрицательная единица взята слагаемымъ 3 раза; слѣдовательно, 
и въ данномъ случаѣ, чтобы найти искомое произведете, надо 
въ множимомъ + 8 измѣнить знакъ и полученное количество 
взять слагаемымъ 3 раза. 

( + 8 ) . ( - 3 ) = ( - 8 ) + ( - 8 ) + ( - 8 ) = - 2 4 . 

IV. Пусть требуется умножить — 8 на — 3. Умножить 
— 8 на — 3 значитъ составить новое число изъ — 8 такъ, какъ 
множитель — 3 составленъ изъ положительной единицы. Мно-
житель же — 3 составленъ изъ положительной единицы такъ: 
въ положительной ѳдиницѣ перемѣненъ знакъ, и полученная 
отрицательная единица взята слагаемымъ 3 раза. Слѣдовательно, 
для умноженія — 8 на — 3 надо в ъ множимомъ перемѣнить 
знакъ, и полученное число 4 " 8 взять слагаемымъ 3 раза, — 
найдемъ: 

(—8) . (—3) = + 8 4- 8 + 8 = 4 - 2 4 . 

Итакъ: 1) ( + 8 ) . ( + з ) = + 24, 
2) ( - 8 ) . ( + 3 ) = — 2 4 , 
3) ( + 8 ) . ( — 3) = — 24, 
4) (—8) . (—3)F= + 24. 



Изъ этихъ иримѣровъ мы можемъ вывести слѣдующее пра-
вило : При умноженги двухъ количествъ надо перемножить ихъ 
абсолютный величины и въ полученномъ произведены поставить 
-}-, если знаки множимаго и множителя одинаковы, и —, если 
знаки разные. 

§ 44. Пусть требуется составить произведете изъ слѣду-
ющихъ множителей: 

( - 1 ) . ( + 2 ) . ( - 3 ) . ( - 4 ) . ( + 5 ) . ( - 6 ) . 

Отъ умноженія — 1 на + 2 получимъ — 2 ; отъ умноженія 
— 2 на — 3 получимъ - f б,3; отъ умноженія б на — 4 получимъ 
— 24; отъ умноженія — 2 4 на -j-5 получимъ — 1 2 0 ; наконецъ, 
перемноживъ — 1 2 0 и — 6 , получимъ|4-720. Слѣдовательно, 

(—1) . ( + 2 ) . (—3) . (—4) . ( + 5 ) . (—6) = + 720. 

Точно такъ же отъ перемноженія ( + 8 ) . ( — 6 ) . (-f-4) . ( — f ) . (—£) 
получимъ произведете — 90. 

Вообще, при составленіи произведенія изъ нѣсколькихъ мно-
жителей надо послѣдовательно перемножить ихъ абсолютныя вели-
чины и въ произведеніи поставить плюсъ, если число отрицатель-
ныхъ множителей будетъ четное, и минусъ, если число ихъ будетъ 
нечетное. 

§ 45. Изъ предыдущаго вытекаютъ с л ѣ д с т в і я : 

1) Если мы измѣнимъ знакъ у одного, трехъ, пяти и, вообще, 
у нечетнаго числа множителей, то измѣнится знакъ самого про-
изведенія; если же мы измѣнимъ знакъ у двухъ, четырехъ, — 
вообще, у четнаго числа мнояштелей, то знакъ произведенія не 
измѣнится. 

2) Отъ возвышенія въ степень положительнаго числа полу-
чается всегда число положительное; напр.: ( + 2)3 = + 8; ( + 3 ) 4 = 
= -f- 0 Т Ъ возвышенія же въ степень отрицательнаго числа 
можетъ получиться и положительное, и отрицательное число. 
Положительнымъ оно будетъ 'тогда, когда степень будетъ четная; 
такъ, ( — З)4 == ( — 3) . ( — 3 ) . ( — 3) . ( — 3) = + 81; отрицатель-
нымъ же оно будетъ при нечетной степени; такъ, { — 4)8 = 
— ( — 4) . ( — 4) . ( — 4 ) = - 6 4 . 

§ 46. Умноженіе буквенныхъ количествъ. Если количе-
ства изображены буквами, то самого дѣйствія умноженія вы-
полнить нельзя, — оно только обозначается. Для этого всѣ 



количества пишутся рядомъ множителями, при чемъ соблю-
дается правило знаковъ. Такъ, 
1) ( + д) . (~\Ь) . ( -}- с) = — abc. 2) { — а) .( — £). (+c) = abc. 

§ 47. Умноженіе одночленовъ. При умноженіи одночле-
новъ такъ же, какъ и при умноженіи буквенныхъ количествъ, 
надо къ .производителями множимаго приписать послѣдовательно 
производителей множителя (§ -29, 6, слѣд. I). Такъ, (ЬаЧ) . (ху2) = 
= ЬаЧ . х . у2, = ЬаЧху2. 

Но такъ какъ въ составъ одночлена могутъ входить коэф-
фициенты и степени, то при умноженіи одночленовъ допуска-
ются нѣкоторыя упрощенія, извѣстныя подъ именемъ: 1) правила 
коэффиціентовъ и 2) правила показателей степени. 

§ 48. Правило коэффиціентовъ. Положимъ, что требуется 
умножить 6аЧ на 5cd. Искомое произведете равно б . а2 . b . 5. 
. с . d. Переставивъ къ началу множителя 5 и помноживъ его 
на 6, получимъ: 

ЬаЧ . bed = 6 . 5 . a4cd = 30a4cd, 
т.-е. при умноженіи одночленовъ коэффиціенты надо перемножить. 

Лримѣры: 1) 3ах2 . (—1Ьу)= — 21ахЧу. 
2) ({—ЬаЧ) . (J— led2) = Sba4cd2. 

§ 49. Правило показателей степени. Пусть требуется умно-
жить аь на а3. 

Такъ какъ а5 = а . а . а . а . а и аъ = а . а . а, то 
аь . аъ — ааааа . ааа = а8 = аъ+ъ. 

На основаніи этого заключаемъ, что при умноженіи степеней 
одного и того же количества показатели ихъ складываются. 

Примѣры: 1) bQ . б7 = bis. 2) am . an = a 
3) am+n . arn-n = a ("i+n) + (m~n) = a2m. 

§ 50. Пусть теперь надо умножить 8аЧ2с на Ьа2 be8 d2. 
Искомое произведеніе будетъ равно 8 . я 8 . Ь2. с . 5 . а2. b . св. d2~ 
= ( 8 . 5 ) . (а3 . а2) .(Ъ2. Ь) . (с . с3) . d2 = 40аѢ ь сЧ 2 . 

Изъ всего вышесказаннаго выводимъ правило: При умно-
женги одночленовъ коэффиціенты надо перемножить, показателей 
одинаковыхъ буквъ сложить, а тѣ буквы, которыя входятъ мно-
жителями одинъ разъ, написать въ произведеніи рядомъ, не измѣняя 
ихъ показателей, — при этомъ соблюдается правило знаковъ. 



Прнмѣры: 1) (З,5д332*) . (4ab2x2y) = 14аѢ*х3у. 
•2) (•^/л6л-1с2) . ( — I a b ^ c ) — — { а ^ Ѣ ^ с 8 . 
3) [ 3 ( я - - З)2 (а + b)8 J . [4{a - b)8(a + b)] = 

4) (4я832)8 = 4a3b2 . 4д832 . 4asb2 = 64a9b6. 

§ 51. Умноженіе многочлена на одночленъ. Пусть тре-
буется умножить многочленъ а — b + с на одночленъ т. 

Намъ уже извѣстно (§ 29, 3), что для того, чтобы умножить 
сумму на какое-нибудь количество, достаточно умножить отдѣльво 
каждое слагаемое на это количество. Такъ какъ всякій много-
членъ можно разсматривать, какъ алгебраическую сумму, то 

{а — b -J- с) . т~ am — bm -{- ст. 

Отсюда выводимъ правило: Чтобы умножить многочленъ 
на одночленъ, надо каждый членъ многочлена помножить на 
множителя, соблюдая при этомъ правило знаковъ, правило коэф-
фиціентовъ и правило показателей степени. 

Примѣры: 1) {3a2b — 4ab2 - f b3) . bab = ІЬаѢ2 — 20a238 - f bab4-. 
2) ( — 4a8 — 3a2b — 2ab2). (— 2b) = 8asb + 6a2b2 - f 4ab8. 
3) (3an~] — 5an+1bn — 4b»~b) . шп b"-1 = 

= 6а2 л-Чп~1 — 10я2л+1£2п-1 — 8an 32л~4. 

§ 52. Умноженіе одночлена на многочленъ. Пусть тре-
буется т умножить на а + b — с. 

Такъ какъ произведете отъ перестановки множителей не 
измѣяяетъ своей величины, то 

т(а 4- b — с) = (а b — с) т = am -f- bm— cm, 

т.-е. правило для умноженія одночлена такое же, какъ и для 
умноженія многочлена на одночленъ. 

1 § 53. Умноженіе многочлена на многочленъ. Пусть тре-
буется умножить многочленъ а b + с в.а, т — п. Для этого 
допустямъ, что множитель m—n = q. Тогда (a -j- b -j- с) (т — п) = 
= {a -j- Ъ -f- с) q = aq -j- bq -f- cq. 

Подставивъ въ послѣднемъ выраженіи т — п вмѣсто q, 
получимъ: 
(а b с) (m — n) = aim — n) -f- b (m — n) -)- c(m — n) — am — 

— an -j- bm — bn -j- cm — cn. 
Разсматривая полученный результата и сравнивая его съ 

множимымъ и множителемъ, мы легко можемъ замѣтить слѣ-



дующее правило: Чтобы умножить многочленъ на многочленъ, 
надо каждый членъ множимаго помножить на каждый членъ 
множителя, соблюдая при этомъ правило знаковъ, правило коэф-
фиціентовъ и правило показателей степени; затгьмъ, если воз-
можно, надо сдѣлать приведете. 

Примѣрн: 1) (a2 - f 4ab — 2b2){bb — 2а). Умноживъ всѣ члены 
множимаго на 5Ь, получимъ ЬаЧ + 20ab2—10Ь3\ затѣмъ, умно-
живъ всѣ члены множимаго на — 2а, получимъ — 2а3 — 8аЧ + 
+ 4 ab2. Слѣдовательно, 

(a2+±ab—2b2) {obi— Щ = ЬаЧ + 20ab 2 — 10b3 — 2a3— 8a2b + 4ab2. 

Сдѣлавъ приведеніе, найдемъ, что искомое произведете 
равно: — Ва2Ь - f 24 ab2 — 1 0 b* — 2 а3. 
2) {Ъа3 — 2а2х + ах2)(2а2 — ах + х2) == 

= 1 0 а 5 — 4 а 4 * + 2 а3х2— 5 а 4 * - f 2а3х2—а2х3+Ьа3х2— 2 а*х3+ах*= 
= 10а 5 — 9а4* + 9 аѣх2 — 3 а2х3 + ах\ 

• 3) (2ab -f- З)2 = (2ab -f- 3)(2ab + 3) = 
— ±a2b2 + 6ab + bab - f 9 = 4аЧ 2 + 12ab -j- 9. 

§ 54. На практикѣ, чтобы облегчить приведете подобныхъ 
членовъ, обыкновенно располагаютъ члены множимаго и множи-
теля въ такомъ порядкѣ, чтобы показатели степеней какой-нибудь 
буквы шли, постепенно уменьшаясь или увеличиваясь. Та буква, 
относительно которой располагаются члены многочлена, назы-
вается главною. — Если, при расположении многочлена, показа-
тели главной буквы идутъ, постепенно уменьшаясь, то говорятъ, 
что многочленъ расположенъ по нисходящимъ, или убывающимъ 
степенямъ; если же показатели постепенно увеличиваются, то 
говорятъ, что многочленъ расположенъ по восходящимъ, или 
возрастающимъ степенямъ. Такъ, многочленъ: 

а4 — 3 а3Ь + Ъа2с2 — 4 ab3 + с1 

расположенъ по убывающимъ степенямъ главной буквы а. Если 
же мы напишемъ его въ обрати омъ порядкѣ, то онъ будетъ рас-
положенъ по возрастающимъ степенямъ буквы а : 

с4 — 4ab3 Н- ЬаЧ2 — 3аЧ -j- а4. 

Тотъ членъ, который содержитъ главную букву съ наиболь-
шимъ показателемъ, называется высшимъ; членъ же, содержащій 
главную букву съ наименьшимъ показателемъ, или вовсе не 
сОдержащій ея, называется низшимъ. Такъ, въ нашемъ примѣрѣ 
высшій членъ будетъ a4, a низшій с4. 



Расположивъ многочлены, данные для умноженія, по убы-
вающимъ или возрастающимъ степенямъ какой-нибудь буквы, 
подписываютъ множителя подъ множимымъ и проводятъ черту 
внизу многочленовъ. Затѣмъ умножаютъ всѣ члены множимаго 
на первый членъ множителя и полученное произведете под-
писываютъ подъ чертою. Далѣе, всѣ члены множимаго умно-
жаютъ на второй членъ множителя и полученное второе про-
и з в е д е т е подписываютъ подъ первымъ такъ, чтобы подобные 
члены стояли подъ подобными. Такимъ же образомъ поступаютъ 
и съ остальными членами множителя. Подъ послѣднимъ про-
изведеніемъ проводятъ снова черту и пишутъ подъ ней полное 
произведете, для чего складываютъ всѣ найденвыя частвыя 
произведенія. 

Покажемъ это на примѣрѣ. Пусть требуется многочленъ 
1а2, — 3 + 5а8 + а умножить на — За + 2а2 — 1. 

Пол. произв. — Ю л 5 — а4- — 24а3 — 16а2 4- 8 а + 3 . 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что при умноженіи много-
членовъ дѣйствіе располагается такъ же, какъ и при умноженіи 
многозначныхъ чиселъ. Разница состоитъ лишь въ томъ, что 
начинаютъ умножен іе съ лѣвой руки, а не съ правой, какъ это 
дѣлается въ ариѳметикѣ. 

П р и м ѣ ч а н і е . Если множимое не содержитъ всѣхъ сте-
пеней главной буквы, то полезно въ частвыхъ произведеніяхъ 
оставлять пустыя мѣста между членами. 

Покажемъ это на примѣрѣ. Пусть требуется умножить 
а 4 — За + 1 на а2 + 2 а — 1 . 

Расположение дѣйствія: 

Множимое 
Множитель 

10а5 - f 14а4 4- 2 а 3 — 6а2 . . Произв. мн. на 2а2 

— 15а4 — 21а8 — За2 - f 9а „ „ „ —За 
— 5 а 8 — 7 а 2 — а+3„' „ „ — 1 

а 4 — За 4- 1 
а2 4 - 2а — 1 а2 4 - 2а 
а 8 „ „ — За3 4- а2 

2аб „ „ — 6а2 4- 2а 
—а 4 „ „ - j -За — 1 

>> 

а 6 4 - 2 а б — а 4 —За 3 — 5 а 2 4 - 5 а — 1 . 



§ 55. Слѣдствія. Разсматривая полученныя произведенія: 
1) 1 0 — а 4 — 24а3 — 16а2 - f 8а -f- 3 и 2) а 6 + 2аб — а 4 — За8 — 
— 5 а 2 4 - 5 я — мы легко можемъ замѣтить слѣдующее: 

1) Если множимое и множитель расположены по убываю-
щимъ (или возрастающими) сшепенямъ главной буквы, то и про-
изведете будетъ расположено такимъ же образомъ. 

2) Отъ умноженія высшаго члена множимаго на высшій 
членъ множителя получается высшій членъ произведенія; отъ 
перемноженія же низшихъ членовъ получается низшій членъ 
произведенья. 

3) Высшій и низшій члены произведенья не имѣютъ себп> 
подобныхъ членовъ. 

§ 56. Число членовъ произведенія. Такъ какъ при умно-
жении многочленовъ каяедый членъ мнояшмаго умножается на 
каждый членъ множителя, то число членовъ произведенія до 
приведенія равно произведенію: числа членовъ множимаго на 
число членовъ множителя. Такъ, если въ множимомъ будетъ 5 
членовъ, а в ъ множителѣ 4, то произведете этихъ многочленовъ 
до приведенія будетъ имѣть (5 X 4) = 2 0 членовъ. 

Послѣ же приведенія нѣкоторые члены произведенія соеди-
нятся в ъ одинъ, другіе же могутъ взаимно уничтожиться, только 
останутся безъ перемѣны высшій и низшій члены, которые не 
имѣютъ себѣ подобныхъ. Поэтому, в ъ полномъ произведены 
послѣ приведенія число членовъ не можетъ быть меньше двухъ. 
Напримѣръ: 

ѵ f а 4 — аЧ + аЧ2 — а £ 8 + £ 4 

Х [а +Ь й 

а6 — аѢ + аЧ2 — аЧ3 + аб4 

+ аѢ — аЧ2 + аЧ& — аб4 4-6б 

CP 55 55 55 55 
(а4 — аЧ + аЧ2 — аЪъ + Ъ%а+Ъ) = а 5 4 - Ъъ. 

§ 57. Замѣчательные случаи умноженія многочленовъ. 
I с л у ч а й : (а 4- Ь)2 = (а + b). (а + b) = а2 + ab + ab + b2= 

— а 2 4" %ab 4 - b2, т. — е. квадратъ суммы двухъ количествъ — квад-
рату перваго количества, -j- удвоенное произведете перваго коли-
чества на второе, 4~ квадратъ второго количес7Пва. 

II с л у ч а й : [а—Ь)2= (а—Ь) . {a—b) = a2 — ab — ab + b2 = 
= а2 — 2ab 4~ Ь2, т.-е. квадратъ разности двухъ количествъ = 
квадрату перваго количества, минусъ удвоенное произведете пер-
ваго количества на второе, 4" квадратъ второго количества. 



III с л у ч а й: (а + Ъ) . (а — Ь) = а2 + ab — ab — b2—d2 — б2, 
т.-е. произведете суммы двухъ количествъ на ихъ разность равно 
разности квадратовъ этихъ количествъ. 

IV с л у ч а й : (a+bfz=(a+b)2 . (a+b)=(a2+2ab+b2). (a+b) = 
= а ь -f- 2аа£ 4- аЪ2 4- а2£ 4- 2а£2 4~ б3 = «г8 4- 3<г26 4~ 3<г62 4- Ь8, т. - е. 

сулшы двухъ количествъ равенъ кубу перваго количества, 4~ 
утроенное произведете квадрата перваго количества на второе, 4" 
утроенное произведете перваго количества на квадратъ второго, 4~ 
кубъ второго количества. 

В с ѣ вышеприведенные случаи называются замѣчательными 
потому, что они весьма часто употребляются при упрощеніи раз-
личныхъ алгебраическихъ выраженій. Поэтому, весьма важно 
твердо запомнить эти формулы, чтобы во всякое время возможно 
было съ успѣхомъ ими пользоваться. Покажемъ на примѣрахъ 
примѣненіе этихъ формулъ. 

1) Вычислить (3а2Ъ 4- 4с)2. 
На основаніи перваго замѣчательнаго случая имѣемъ: 

(3аѢ 4 - 4с)2 = (ЪаѢ)2 4 - 2. 3аѢ. 4с 4- (4с)2 = 9аѢ2 4 - 24аЧс 4- 16с2. 
2) Вычислить {Ьа — I)2 . 

Основываясь на второмъ случаѣ, имѣемъ: 
(Ьа — I)2 = (5а)2 — 2.5а . 1 4- I 2 = 2 5 а 2 — 10д 4- 1. 

3) Вычислить (7* а 4 - 4у). (7х2 — 4у). 
Здѣсь приходится умножить сумму на разность. Поэтому, 

(7*а 4 - 4у). (7х2 — 4у) = (7х2)2 — (4у)2 = 49я4 — 1 6 / . 

4) (5a* 2 4-26 2 j / ) 8 =(5a* 2 ) 3 4-3 . (bax2?.2b2y+Z.bax2 . (2Ь2у)2+(2Ь2у)ъ= 
= 125а 3 * 6 4 - lbOa^xWy + Шх2Ь*у2 4- 8 b y . 

5) ( й 4 Н с)2 = [(а 4 - Ъ) 4- с]2 = (а + bf 4- 2 . (a - f Ь). с 4- с® = 
= а 2 4- 2ab 4 - 6 2 4- 2ас 4- 2be 4 - с2 = а 2 + Ъ2+ c2+2ab+2ac+2bc. 

6) ( * 4 ~ у — е) . (х—у+ е). Чтобы вычислить это выраженіе 
сокращеннымъ способомъ, заключимъ два послѣдніе члена мно-
жимаго и, множителя въ скобки; получимъ: 

[х + (у — *)] . [х — (у — 0)] — X2 — (у — z)2=x2— (у2—2yz+ z2) = 
= X2 у2 4" Z2. 

П р и м ѣ ч а н і е : Полезно замѣтить слѣдующія формулы: 

1) (а — bf = а8 — 3аѢ + 3ab2— bB. 
2) (х 4- а), (х 4- Ь) — х2 4 - ах 4- bx + ab = *2 + (а 4- Ь). л 4- аЬ. 
3) (х — а). (х — Ь) = ж2 — ах — bx + ab = х2 — (а 4- Ь) • х + <*Ь. 
4) (х 4 - а). (х — Ь) = х2 - f ах — bx — ab = х2 4- (а — Ь). л: — ab. 
5) (* — а) • (х 4- Ъ) — х2— ах 4- bx — ab = *2 — (а— Ъ). х — ab. 



§ 58. Раскрытіе скобокъ. Возьмемъ выраженіе: 4х ( З я + 
+ '2b — с). В ъ этомъ выраженіи раскрыть скобки значитъ про-
извести умноженіе одночлена 4х на многочленъ За + 23 — с. 
Поэтому, 

4х (За + 2Ь—с) = 12ах + 8Ъх — 4сх. 

Но иногда дѣйствіе умноженія соединяется съ дѣйствіемъ 
сложенія или вычитанія. В ъ такихъ случаяхъ надо обращать 
особенное вниманіе на раскрытіе скобокъ. 

Положимъ, что намъ надо раскрыть скобки въ выраженіи: 
За + 23 (х—у + г). Здѣсь требуется не только умножить одно-
членъ 2Ь на многочленъ х — у -f- z, но и полученный результатъ 
придать къ За. Сначала мы выполнимъ умноженіе, а потомъ 
сложеніе: 

За + 23 (х — у + г) = За + (23* — 2by + 23s) = 
= За + 2 bx — 2by + 2 bos. 

Пусть требуется раскрыть скобки въ выраженіи: За — 23. 
.(х —у + z). Въ этомъ случаѣ надо, во-первыхъ, одночленъ 23 
умножить на многочленъ х — у z и, во-вторыхъ, полученный 
результатъ вычесть изъ За. Сдѣлаемъ это послѣдовательно. 

За — 23 (х —у -\-z)—3a — (23* — 2by + 2 bz) = 
= За — 2bx + 2by — 2bz. 

Сравнивая результаты съ данными выраженіями, мы можемъ 
вывести слѣдующее правило: Если дѣйствіеумноженія соединено 
съ дгьйствіемъ сложенія, то при раскрытіи скобокъ знаки во всехъ 
членахъ не изменяются; если же умноженіе соединено съ дѣй-
ствіемъ вычитанія, то при раскрыты скобокъ надо въ вычитае-
момъ изменить знаки всехъ членовъ на противоположные. 

Задачи. 
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(-и).(—ѵ). 

т т 
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За26 . За26. 
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(7 аб2)8. 
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340. 
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354. 
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364. 
366. 
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. ст-2 . 
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( — 0,4л?ауV» )8. 
— 3 аЧ{— 2а62)8. 
(2а*Ь*х)1. 
4ab{x—y)2. —• Ва{х—у). 
±апЬ.— 3 а2Ьп с . — 4 аь~пЬс2. 
— 3ап~Ѣ . — 2ая+Чп~1. 4а2с8. 
— 1 аЧ2с"+2 . Iам+п be"-*. 
—\а2Ьп~ъсх~2* . І Д б ^ Ѵ + ^ л. 

(a2 — ab + b2). 4 a . 
(,a2 -j- — 6 2 ) . — 3 a 6 . 
( 4 a 2 — За + 2). 7a2. 
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(6а8 — За2л: - f 4а* 2 — б* 3) . — 5а*2 
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7 « Ѵ — За3*3 — 4а*(2а* 3 — ЗаѴ2 — 4а8*). 
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— За[— 6а4 — 4а2(1 ~ 2 а — За2)]. 
[2а2*3 + За*(1 — За + 4 ах)]. — Bab. 
— 4а*—8{ 1, і2а 2 х - л + 3 —Да 2 [0 ,66а 2 1 — 
(а + Ь). (с - f d). 404. 
(а + 5) . (а + 3 ) . 406. 
(7а + 6) . (4а — 36). 408. 

7 а . 4 а . 
8аЧях. 7abx2y. 
—Ч\аѢ. 4а6 8 . 
—0,4:х2у. 0 , 7 * у . 
0,6а2ж . — 3,4am2 . 6am. 
4c2a'g . 4 c*de . 
(5,6as6*)2. 
(— 1,3a2*2)3. 
0,5а(— 4 a2bxf. 
(— Q,4a62)8. 
4a3(4as6)8. 
(—6a2bf. (4аѢ*х). 
(— 3 аѢ2уУ. 
labia2 -- b2)' 4а(а2 — b2). 

•a^ihdba*-1—12,1а*'1 

(a—b) . (c—d). 
(За — i ) . (4a — 5). 
(5a2 - f 3a6) . (4a2 — 2й 



409. (4*У — Заб) . (0,2х2у + 2ab). 
410. (0,2ху — 4щ . (Зху —2 ab). 
411. ( x ^ — t y X ^ + l y " ). 
412. (ба,л+1—4а»> ) ( 8 а т " 1 + 3 я ) . 
413. (4а2 — 2а і) (2а — 1). 
414. (4а2 — Sab + 2b2) (4а — Ь). 
415. (— За + 2 q s — 1 ) ( 1 — 2а). 
416. (4а2Ь — 3№ 4_ 2ab2 + а3) (2а— Ъ). 
417. ( a 4 " - a 2 — і ) ( а 2 — 1). 
418. (8а5 — За3 2)(4а8 — 1). 
419. (6а2Ь8—ЗаЧ^4аЩ2ат Ь—Зам~Ч2). 
420. (П,Ьа2Ь — 2б3 -+- За8 + 8ab2) (2аЧ2 — ЬаЧ5). 
421. ( 0 , 8 * ^ — 0S4ху2 + л3 -Ь у5) (Ьх2 — 4у2). 
422. (Зя2 — 2а - f 1) (2а2 + 4 а — 3). 
423. (За2 + 2а + ( — 6а + 1 + 9а2). 
424. (8х2 — 4ху Зу2) (2\у2 — Зху + Ьх2). 
425. (6ab — 3b2 За2) (2а2 + 3b2 — 2ab). 
426. (4а2 + За — 1)2. 
427. (7а — За2 - f 2)2 

428. (2 — 7а2 — за4) (5а — За8 —''2а6). 
429. (2а2 — За6 — 7а8) (5а — 2а4 — 2а7).! 
430. (4а2Ь3 — ЗаЧ2 — 2аѢ + 4аб) (За2 — 2ab + 4b2). 
431. (х* + хъ — + * _j_ 2 ) ( * 8 — * + 1). 
432. (х4- — х3у -Ь л ; 2 / — - f jу4) ( * - f 
433. (л:4 — А + — лу8 + . / ) ( * — . ? ) • 
434. (х* + ху + х2у2 — ху8 + у*)(х + ^). 
435. (8л:6 — 4л;4^2 + 2л;2_у4 —у6)( 2х2 + у2). 
436. (24а — Sla 4 - f 16 + 54а3)(9а2 + 4 — 6а). 
437. ( 4 8 а 4 — 10 — 4а2 + 64а6)(1 - f 16а4 — 12аа). 

Въ слѣдующихъ примѣрахъ найти произведенія сокращен-
нымъ способомъ: 

439. (х —у)2. 
441. (2 ab + 4)а. 
443. (2аа + Щ 2 . 
445. (4a2 + 3a n ) 2 . 
447. (ІаЧ"*1—4a"+1£2)2. 
449. [ ( x — y ) — z\2. 
451. [a(a — 1) — a (1 — a)]*. 
453. [4a2(a—b) + 3b2(a+b)}2. 
455. (a — 4) (a -j- 4). 

459. (7a2 + 8b2) (la2 — 8b2). 
461. (a4n + x) (аЧп — x). 
463. ' (— 4л: - f 3)(— 4л: — 3). 

438. (x + y)2 . 
440. (x — 3)2. 
442. (4ab + 3a)2. 
444. (7*2 — n3)2. 
446. (8a*-1 + 3b)2. 
448. [a + (b + c)}2. Z 
450. [a — b(a — l)]2. 
452. [a(a -j- b) — 2a(b — a)]2. 
454. (a — x)(a + x). 
456. (3a26 + 4a£2) (3a26 — 4ab2). 
457. (4an — 2a2x) (4an - f 2a2x). 
458. ( 6 a 2 — i ) ( 6 a 2 + 1 ) . 
460. (хьу*) (хъ — уъ). 
462. (— a + b)(-^a — b). 



464. (— 4ab2 — ЗаЧ) 4я62 + ЗаЧ). 
4:65. 
466. 
467. 
468. 
469. 
470. 
471. 
472. 
474. 
476. 
478. 

(а + Ь)—с][(а + Ь)+с]. 
+ [(л—(Ь + с)]. 

а 2 — д + 1). 
+ + (х2—х—3). 

а-| -3 -| -с ) (я — 6-|-с). 
3 * 4- 2у — 0) - f 2у — 8л). 
а 8 4- 2а*— 5а) (а 8 —2л 2 —5я) . 
х — а) (х + а) (ж2 4- я2)- 4=73. (х — а)(х 4- я) ( * 2 — я2), 
а 4- 3) (я — 3) (а2 4" 9)- ±76. (« — 3) (я + 3) ( я 2 — 9). 
а + I)3 . ±77. (я — 4)3. 
4я2 4- ЗЗ)3. 479. ( 4 ^ — б ) 3 . 

Примѣнить формулы замѣчательныхъ случаевъ умноженія 
въ с ілѣдующыхъ числовыхъ нримѣрахъ; 

480. 432 = (40 4~ З)2. 481. 71й. 
482. 462 483. 822. 
484. 1912 = (190 4- I)2. 485. 1712. 
486. 238 = (20 4 - 3 / . 487. 413 

488. 633 489. 758. 
490. 1558. 491. 1498. 

ГЛАВА VI. 

Ялгебраииеское дѣленіе. 

§ 59. Опредѣленія. Разделить одно количество на другое 
значитъ найти такое третье количество, которое, будучи умно-
жено на дѣлителя, дастъ въ произведеніи дѣлимое. 

Разсматривая дѣлимоѳ, какъ извѣстное произведете; дѣли-
теля, какъ извѣстнаго множителя, — мы можемъ дать слѣдующее 
опредѣленіе дѣленію: Дѣленіе есть такое дѣйствіе, посред-
ствомъ котораго по данному рроизведенію и одному изъ двухъ про-
изводителей находится другой производитель. 

§ 60. Дѣленіе количествъ. Правило знаковъ. 1) Пусть тре-
буется [раздѣлить 4- 12 на 4- 3. Такъ какъ дѣлимое должно 
равняться дѣлителю, помноженному на частное, то ( 4 - 1 2 ) : (4- 3) 
= 4 - 4 , потому что (4- 3) . (4- 4) = 4- 12. 

Точно такъ же: 
2) (—12) : (4- 3) = — 4 , 'потому что ( + 3)" ( — 4 ) = —12, 
3) (4- 12) : (— 3) = — 4 , потому ЧТО (—8)' . ( — 4 ) = 4-12, 
4) (—12) : (— 3) = 4 - 4 , потому ЧТО (—3) . (4- 4) = —12. 



Изъ этихъ примѣровъ видимъ, что частчое будетъ положи-
тельное, если дѣлимое и дѣлитѳль имѣютъ одинаковые знаки, и 
отрицательное, если дѣлимое и дѣлитель имѣютъ знаки разные. 

Правило: Чтобы раздѣлить одно количество на другое, надо 
абсолютную величину дѣлиліаго раздѣлить на абсолютную вели-
чину дѣлителя и въ частномъ поставить знакъ -(-, если дѣлимое 
и дѣлитель имѣютъ знаки одинаковые, и знакъ —, если дгьлимое 
и дѣлитель имгьютъ знаки разные. 

С л ѣ д с т в і я . 1) Если мы в ъ дѣлимомъ или• дѣлителѣ 
перемѣнимъ знакъ, то знакъ частнаго тоже измѣнится. 

2) Если мы перемѣнимъ знаки в ъ дѣлимомъ и дѣлителѣ , 
то знакъ частнаго не измѣнится. 

§ 61. Дѣленіе буквенныхъ количествъ. При дѣленіи бук-
венныхъ количествъ, La таюке при дѣленіи одночленныхъ или 
многочленныхъ выраженій самого дѣйствія выполнить нельзя; 
частное въ этихъ случаяхъ обыкновенно изображается в ъ видѣ 
дроби, числителемъ которой ставится данное дѣлимое, а знаме-
нателемъ — дѣлитель. Такъ: 

1) a: b = I; 2) ( - З а ) : ( + 4Ъ) 3) (я2 4- Ь2) : (я + Ь) 

Впрочемъ, въ нѣкоторыхъ случаяхъ частнымъ можетъ быть 
цѣлое алгебраическое выражѳніе. Разсмотримъ эти случаи. 

§ 62. - Правило показателей степени. Пусть требуется раз-
дѣлить а4 на а2 . Такъ какъ дѣлимое равно дѣлителю, помно-
женному на частное, то 

а 1 : а2 = я6, 

потому" что а2 . а5 — а1. Но аь=а7~2. На основаніи этого мы вы-
водимъ правило: Чтобы раздѣлить степени одного и того же 
количества, надо показателя дѣлителя вычесть изъ показателя 
дѣлимаго. 

Примѣры: 1) : xs — x7. 2) am'.an~a m~n . 
3) £ г л + л : Zm—n ~ s(m+ri)—(m~n) _ _ _ 

§ 68. Нулевой показатель. Пусть требуется раздѣлить as 

на a8 . Вычтя показателя дѣлителя изъ показателя дѣлимаго, 
получимъ: 

аъ = а0. 

Выраженіе а 0 само по себѣ не имѣетъ никакого смысла, 
потому что нельзя количество а взять множителемъ нуль разъ; 



но такъ какъ частное отъ дѣленія а3 на а3 равно единицѣ, то 
условились всякое выраженіе съ нулевымъ показателемъ при-
нимать за единицу. Такъ, я0 = 1; 4° = 1; (я—b)° = і и т. п. 

На основаніи сказаннаго иногда при расположены много-
члена по степенямъ къ тому члену, который не имѣетъ главной 
буквы, приписываютъ эту букву съ нулевымъ показателемъ, что 
равносильно умноженію этого члена на 1. Напр., многочленъ: 
Зх2—2*4-2 можно записать также З*2—2*4-2*°. 

§ 64. Пусть : ано раздѣлить а3 на а7 . — Поступая по ука-
заннымъ въ § 62 правиламъ, получимъ: 

д 3 : а7 = as~7 = а~4. 

Выраженіе а ~ 4 само по себѣ не имѣетъ никакого смысла; 
поэтому, въ дазномъ случаѣ частное надо написать въ видѣ 
дроби: 

П р и м ѣ ч а н і е . Значеніе отрицательныхъ показателей см. 
ниже (§ 103). 

§ 65. Дѣленіе одночленовъ. Пусть требуется раздѣлить 
одночленъ і 8 я б £ Ѵ на одночленъ 6а2су. 

Такъ какъ частное, умноженное на дѣлителя, дастъ дѣли-
мое, то коэффиціентъ его (частнаго) долженъ быть таковъ, чтобы 
отъ умноясенія его на 6 получилось 18. Слѣдовательно, чтобы 
найти коэф. частнаго, надо 18 раздѣлить на 6, —- получится 8. 
Далѣе, основываясь на теоремахъ 7 и 8 (§ 29), получимъ, что 
искомое частное равно: 

18аЧ2с7 : 6а2с8 = 3(а6 : а2)Ь\с7 : с3) = 3а 5~Ч 2с 7- в — ЗаЧЧ^. 

Чтобы убѣдиться въ вѣрности найденнаго частнаго, помно-
жимъ дѣлителя на частное, — получимъ: 

6a2cs . 3аЧ2с* = 18аѢ2с7. 

Отсюда выводимъ правило: Чтобы раздѣлить одночленъ 
на одночленъ, надо коэффиціентъ дѣлимаго раздѣлитъ на коэф. 
дѣлителя; показателей степеней буквъ дѣлителя вычесть изъ 
показателей одинаковыхъ буквъ дѣлимаго, и тгь буквы дплимаго, 
которыхъ нѣтъ въ дѣлителѣ, перенести безъ измѣненія въ частное; 
при этомъ надо соблюдать правило знаковъ. 

Примѣры: 1) — 14аЧ2с* : 2аЧ = — 7аѢс* = — 7be3. 
2) — 18аху'л : — Зху2 = Ьахп~хут~2. 



3) 8(а + b)Q : 12(a + b)2 — h(a + bf . = f(a -f- b)4. 
4) 9aw+2 b : 4am~2bn-p = 2 2 M'ft- 2г)-(»-*> _ = ' ^ . 

§ 66. Невозможно получить цѣлаго частнаго въ слѣдующихъ 
случаяхъ: 1) если показатель какой-либо буквы дѣлимаго меньше 
показателя той же буквы дѣлителя и 2) если в ъ дѣлителѣ есть 
такія буквы, которыхъ въ дѣлимомъ нѣтъ. Во всѣхъ этихъ 
случаяхъ частное изображается в ъ видѣ дроби. Напр.: 

1 ) 4 ^ : 2 ^ = 1 3 . 

' 2) 30а2Ь2 : 6abc = • 

§ 67. Дѣленіе многочлена на одночленъ. Намъ уже извѣ-
стно (§ 51), что для умноженія многочлена на одночленъ надо 
каждый членъ многочлена помножить на одночленъ. Такъ какъ 
дѣленіе есть дѣйствіе, обратное умноженію, то отсюда 'заклю-
чаешь, что для раздѣленія многочлена на одночленъ надо 
каждый членъ дѣлимаго раздѣлить на одночленнаго дѣлителя, 
соблюдая при этомъ правило знаковъ. 

Примѣры: 1) (8я3*2 — 12а2*3 + 16ах4) : 4ах2 = 2а2 — 3ах + 4* 2 

2) (— 25a6*2 + 15a4*8 — 35а8*4) : — 5а2*2 = 
= 5а8 — За2* + 7 ах2. 

3) (8а2 — За3 — 4а4) : За = f а — а2 — -|-а3-

§ 68. Дѣленіе одночлена на многочленъ. При дѣленін 
одночлена на многочленъ частное всегда изображается въ видѣ 
дроби. Такъ, 

6аѢ : (2a + 36) = 

Легко доказать, что въ этомъ случаѣ нельзя получить в ъ 
частномъ цѣлаго выраженія. Въ самомъ дѣлѣ : если бы частное 
представляло цѣлый одночленъ или цѣлый многочленъ, то, по-
множивъ его на многочленнаго дѣлителя, надо получить одно-
членъ. Но это невозможно, потому что отъ умноженія много-
члена на одночленъ въ произведеніи получится многочленъ, въ 
которомъ число членовъ будетъ равно числу членовъ много-
членнаго дѣлителя; отъ умноженія же .многочлена на многочленъ 
въ произведеніи получится тоже многочленъ, который не можетъ 
имѣть менѣе двухъ членовъ (§ 56). 

§ 61). Дѣленіе многочлена на многочленъ. Пусть требуется 
раздѣлить многочленъ: 

2 1 a 2 — 19а — 2 3 а 8 — 15 + 12а4 на 5 — 2а + За2 



Прежде, чѣмъ приступить къ нахожденію частнаго, распо-
ложимъ члены дѣлимаго и дѣлителя по убывающимъ степенямъ 
буквы а. Затѣмъ напишемъ дѣлимое и дѣлителя такимъ обра-
зомъ, какъ пишутся при дѣленіи цѣлыя многозначныя числа, т.-
е. съ правой стороны дѣлимаго проведемъ вертикальную черту 
и за нею напишемъ дѣлителя; подъ дѣлителемъ проведемъ гори-
зонтальную черту, подъ которою будемъ писать частное. 

Расположение дѣйствія: 

12<г4 — 23а8 + 21 а2 — 19а — 15 — 2а -+ 5 
-12а4 =р 8а3 =±= 20а2 4а2 —- 5а — 3 

1-ый ост. — 15а8 + а2 — 19а — 15 
=f 15а3 =ь 10а2 =р 25а 

2-й ост. — 9 а 2 + 
=F 9а2 =ь 

6 а — 15 
6а =р 15 

3-й ост 0. 

Теперь предположимъ, что искомое частное представляетъ 
нѣкоторый многочленъ, у котораго члены также расположены 
по убывающимъ степенямъ буквы а. 

Такъ какъ дѣлимое равно дѣлителю, умноясенному на частное, 
— то и высшій членъ дѣлимаго долженъ равняться произве-
дение) высшаго члена дѣлителя на высшій членъ частнаго (§ 55, 
2). Слѣдовательно, чтобы найти высшій членъ частнаго, надо 
высшій членъ дѣлимаго (12а4) раздѣлить на высшій членъ дѣ-
лителя (За2); получимъ 4а2. 

Умножимъ теперь найденный членъ частнаго на всѣ члены 
дѣлителя и полученное произведете 12а 4 — 8а3 + 20а2 отнимемъ 
отъ дѣлимаго. Для этого надо 1) подписать его подъ дѣлимымъ 
такъ, чтобы подобные члены стояли подъ подобными, 2) затѣмъ, 
у членовъ произведенія перемѣнить знаки на обратные и 3) сдѣ-
лать приведете. Получимъ послѣ вычитанія первый остатокъ: 
— 15а8 + а 2 — 1 9 а — 15. 

Такъ какъ дѣлимое содержитъ произведете всѣхъ членовъ 
дѣлителя на всѣ члены частнаго, и мы изъ дѣлимаго вычли 
уже произведете дѣлителя на первый членъ частнаго, то отсюда 
заключаемъ, что въ первомъ остаткѣ содержится произведете 
дѣлителя на остальные члены частнаго. Слѣдовательно, высшій 
членъ перваго остатка (— 15а3) долженъ равняться произведенію 
высшаго члена дѣлителя (За2) на высшій изъ остальныхъ членовъ 
искомаго частнаго. 



На основаніи этого заключаемъ: чтобы найти второй членъ 
частнаго, надо: —15а3 раздѣлить на За2; получимъ: — 5а. 

Умноживъ: — 5а на дѣлителя и вычтя произведете изъ 
перваго остатка, получимъ: — 9а2 + 6а —15, — второй остатокъ. 

Чтобы найти третій членъ частнаго, надо: — 9а2 раздѣлить 
на За2; получимъ — 3. Умножимъ найденный членъ на дѣлителя 
и вычтя произведете изъ второго остатка, получимъ въ остаткѣ 
дуль. Слѣдовательно, искомое частное равно 4а2 — 5а — 3. 

Можно также при дѣленіи многочленовъ дѣлимое и дѣли-
теля располагать по возрастающимъ степенямъ главной буквы. 
Тогда отъ дѣленія низшаго члена дѣлимаго на низшій членъ 
дѣлителя получится низшій членъ частнаго; слѣдовательно, 
первый членъ частнаго будетъ низшій. Второй, третій и т. д. 
члены получаются попредыдущему. 

— 15 — 19а + 21а2 — 23а8 4 - 12а4 

== 15 =±= 6а =f= 9 а2 

2Ъа 4- 30а2 — 23а8 4- 12а4 

25а =Ь Юа2 =f 15а3 

2а 4- За2 

5а 4" 4а2 

2№ — 

- 20а2 =F 
8а3 + 12а4 

8а3 =ь 12а4 

0. 
На основаніи сказаннаго выводимъ слѣдующее правило: 
Чтобы разделить одинъ многочленъ на другой, надо сначала 

расположить члены ихъ по убывающимъ или возрастающимъ сте-
пенямъ главной буквы; затгьмъ первый членъ дѣлимаго надо раз-
делить на первый членъ делителя, — получимъ первый членъ 
частнаго; умноживъ первый членъ частнаго на делителя и вычтя 
полученное произведете изъ делимаго, — получимъ первый оста~ 
токъ. Далее, чтобы найти второй членъ частнаго, надо первый 
членъ остатка разделить на первый членъ делителя; второй 
членъ частнаго также надо умножить на делителя и произве-
дете отнять отъ перваго остатка; получится второй остатокъ, 
первый членъ котораго надо разделить на первый членъ делителя 
для полученія новаго члена частнаго и т. д.-

П р и м ѣ р ы : 
49а2*4 „ — 2а4*2 4- 27а 5* — 20а6 

49а 2* 4 — 21а3*3=р28а4*2 

21а 3 * 3 +26а 4 * 2 4- 27аъх 
21 а 8гЧ= 9а4*2 =±= 12аб* 

2 0 а 6 

7а* 2 + За2* — 4 а 8 

7а*2 — За2* 4- 5а3 

35а4*2 4- 15а5* — 20а6 

35а4*2 =Ь 15аб* 20а6 

0. 



- f a 4 

+ 1 х\аь — б£а2 + 
,2 

іа + 4 
=t= а< 

2 | а 3 bW + 
2 | а 2 =р 

£ а + 4 
За 

3 а 2 -f- 3|а - f 4 
З я 2 ± З Ь = Ь 4 

0. 

|а2- І-а—1 

а2-|-3а—4 

§ 70. Не всегда, понятно, можетъ совершиться дѣленіе 
многочленовъ безъ остатка. Напротивъ, большею частью полу-
чается остатокъ. Напр.: 

6 я2 + 5а -j- 2 
-6а2 =р За 

„ 8а -j- 2 
— 8а =f 4 

2а — 1 
За + ~4 

Въ этомъ примѣрѣ второй остатокъ 6 не дѣлится на первый 
членъ дѣлителя, поэтому дѣленія продолжать невозможно. 

Въ тѣхъ случаяхъ, когда дѣленіе не можетъ совершиться 
безъ остатка, частное, какъ уже намъ извѣстно, записывается въ 
видѣ дроби, при чемъ дѣлимое ставится числителемъ, а дѣли-
тель —• знаменателемъ. — Иногда же частное въ этихъ случаяхъ 
записываютъ такъ: прежде пишутъ полученное цѣлое частное 
и затѣмъ къ нему прибавляютъ дробь, числитель которой равенъ 
остатку отъ дѣленія, а знаменателемъ служить данный дѣли-
тель. Поэтому, частное отъ дѣленія предыдущихъ многочленовъ 
можно записать такъ: 

(б£г2 + 5а + 2) : (2а - 1) = 

или 

(6а2 + 5а + 2) : (2а — 1) = За + 4 -j . 

Чтобы доказать, что частное отъ дѣленія многочленовъ 
можно [записать [вторымъ способомъ, разсуждаемъ такъ: пусть 
отъ дѣленія многочлена А на многочленъ В мы получили 
частное Q и остатокъ R. Тогда, на основаніи свойствъ дѣлимаго 
(дѣлимое равно дѣлителю, помноженному на частное, плюсъ 
остатокъ) имѣемъ равенство: 

А = В . Q + R 



Раздѣливъ обѣ части этого равенства на В, получимъ: 

А :В = (В.д+ R)\B = Q + §, -

что и требовалось доказать. 

§ 71. Признаки дѣлимости многочленовъ. Есть нѣкоторые 
признаки, по которымъ можно узнать, не производя дѣйствія, 
совершится ли дѣленіе многочленовъ безъ остатка. 

1) Дѣленіе не можетъ совершиться безъ остатка, если 
высшій или низшій члены дѣлимаго соответственно не делятся 
на высшій и низіиій членъ делителя. Такъ, многочленъ: 3a s — 
— 2a 2b— ЗаЬ2 не раздѣлится безъ остатка на двучленъ: 3а 1—Ь , 
потому что За8 не дѣлится на Зл4. 

2) Деленіе не можетъ совершиться безъ остатка, если въ 
делителе есть такія буквы, которыхъ въ делимомъ нетъ. Такъ, 
многочленъ: а 4 — 2 a 2 b 2 + б4 не раздѣлится на а2— be + b2, потому 
что въ дѣлителѣ есть буква с, которой нѣтъ въ дѣлимомъ. 

§ 72. Когда же данные для раздѣленія многочлены не пред-
ставляютъ ни одного изъ указанныхъ признаковъ, то, чтобы 
судить о ихъ дѣлимости, надо приступить къ самому дѣленію. 
Продолжая это дѣйствіе достаточно далеко, мы всегда можемъ 
узнать, совершится ли дѣленіе безъ остатка или нѣтъ. При этомъ, 
надо различать два случая: 

I случай. Делимое и делитель расположены по убыва-
ющимъ степенямъ главной буквы. 

Въ этомъ случаѣ показатели главной буквы въ остаткахъ 
постоянно уменьшаются, поэтому мы можемъ дойти до такого 
остатка, высшій членъ котораго не раздѣлится на высшій членъ 
дѣлителя (см. § 70). Это и слуяштъ признакомъ, что дѣленіе не 
можетъ совершиться безъ остатка. 

II с л у ч а й . Делимое и делитель расположены по возра-
стающимъ степенямъ главной буквы. 

Въ этомъ случаѣ показатели главной буквы въ остаткахъ 
идутъ, постоянно возрастая. Поэтому, мы никогда не можемъ 
получить такого остатка, первый членъ котораго не раздѣлился 
бы на первый членъ дѣлителя. Чтобы открыть признакъ дѣли-
мости въ этомъ случаѣ, опредѣляютъ заранѣе показателя главной 
буквы послѣдняго члена частнаго. Затѣмъ производить дѣленіе 
до тѣхъ поръ, пока въ частномъ не получится членъ, у котораго 
показатель главной буквы равенъ показателю вычисленнаго 



послѣдняго члена. Если в ъ этомъ случаѣ получится остатокъ, 
то дѣленіе невозможно. Напр.: 

4 — За + 2а2 — 4 а3 + 2 а4 

-4 =р 4а =!= 8а2 

а + 2 а2 

4 + - а Ьа3 

а — 6а2 

а =р а2 

4 а3 + 2а1 

2 а3 

— Ьа2 — 6as + 2 а* 
== 5а2 =h Ьа3 =р10я4 

— 1 1 а8 + 1 2 аі 

Такъ какъ послѣдній членъ частнаго въ этомъ примѣрѣ 
можетъ содержать главную букву только во второй степени, то 
заключаемъ, что дѣленіе невозможно. 

П р и м ѣ ч а н і е. Очевидно, что при расположеніи дѣли-
маго и дѣлителя по возрастающимъ степенямъ, въ случаѣ не-
дѣлимости многочленовъ, мояшо продолжать дѣйствіе до безко-
нечности. Покажемъ это на предыдущемъ примѣрѣ: 

4 — 3 а + 2 а2 — 4 а3 + 2 а 4 

-4 =р 4а =ь 8а2 

а + 2 а 2 

4 + а Ьа2 1 1 а 3 + а 4 . 

„ а 
— а 

6 а2 4а3 + 2я4 

2 а3 

Ьа2 

Ьа2 

6а3 + 2а4 

Ьа3 ч=10а4 

—11 а3 + 1 2 а4 

= p l l a s = Ы 1 а4-- -.22 аь 

+ а 4 + 2 2 а Е 

аь =Ь 2а6 

„ 23а5 — 2а6. 

Въ этомъ случаѣ частное можно вычислить съ произволь-
нымъ числомъ членовъ и затѣмъ къ нему прибавить дробь, 
числитель которой равенъ остатку, а знаменателемъ служить 
дѣлитель. Такъ, 

(4 — За + 2а2 — 4а3 + 2а1) : (1 — а + 2а2) = 

= 4 + а - 5а2 - 11а3 + а 4 + 

§ 73. Замѣчательные случаи дѣленія. При дѣленіи много-
членовъ, какъ и при умноженіи, встрѣчается нѣсколько замѣ-



чательныхъ случаевъ, которые полезно твердо запомнить, такъ 
какъ они часто употребляются при преобразованіи различныхъ 
многочленныхъ выраженій. 

I случай. Разность одинаковыхъ степеней двухъ коли-
чествъ всегда делится безъ остатка на разность техъ же 
количествъ. Напр.: 

а — b - Ъ5 

--аѢ + аѢ + аѢ2 -f- abB + b* 
аѢ — Ьъ 

-аѢ = F аѢ* 
аѢ2 — b'° 
аЧ2=F аѢь 

аѢ3 — б5 

— АѢ* = F 
аѴ- — Ьъ 

а№ =р Ъь 

0. 

II с л у ч а й . Разность одинаковыхъ степеней двухъ коли-
чествъ делится на сумму этихъ количествъ лишь въ томъ случае, 
когда эти степени четныя. Напр.: 

a4 — a 4- b 
— a4 ± a36 a3 — a2£ 4- яб2 — bs „ —- аЧ -- b* 

=F asb =p a262 

аѢ2 — £ 4 

- л2£2 d= a^3 

„ — ab5 — b± 
abs =f 6 4 

0. 

Ill с л у ч а й . Сумма одинаковыхъ степеней двухъ коли-
чествъ делится на сумму этихъ количествъ лишь въ томъ случае, 
когда степени нечетныя. Напр.: 

3 _f_ £8 
3 d= аѢ 

а + b 
а 

аѢ 
аѢ 

2 — ab + b2 

Ьѣ 

ab2 

ab2 4- b3 

— ab2 =ь 3s 

(L 



Легко замѣтить, какъ пишутся частныя во всѣхъ этихъ 
случаяхъ. Именно: показатели первой буквы постоянно умень-
шаются на единицу, а второй увеличиваются; что же касается 
знаковъ, то въ первомъ случаѣ всѣ члены частнаго положи-
тельные, а во второмъ и третьемъ -положительные и отрица-
тельные члены чередуются. 

Зная эти формулы, легко можно писать въ нѣкоторыхъ слу-
чаяхъ частное, не совершая самого дѣйствія. Покажемъ это на 
примѣрахъ. 
1) — 1) : (х — 1) = (х* — I4) : (х — 1) = *8 + *2 . 1 + 

+- х . I 2 + I 3 = я3 + * 2 + * 4- 1. 
2) (27а3 + 64$6) : (За + 4Ь2). 

Такъ какъ 27а3=(За)8 и 64£6=(4£2)3, то на основаніи третьяго 
замѣчательнаго случая имѣемъ: 
(27а8 + 64Ь6) : (За -f- 4b2) = [(За)8 + (4b 2f] : (За + 4Ь2) = 

= (За)* — За . 4b2 + (4b2)2 = 9а2 — 12ab2 + 16b\ 
3) (32абт — 3125£бл) : (2агл— ЬЬп )=[(2amf—(obn )б] : (2am—6bn)= 

= (2ат )4 4- (2а т ) 8 . bbn + (2ат f(bbn )2 4- 2аг". (ЪЬп )8 +(5б" ) 4 = ' 
= (16а4пі 4- 4 0 а 3 " 1 4 - ЮОа2"1 Ь2п 4- 2Ь0ашЬЪп+ 625Ьіп . 

§ 74. Докажемъ теперь въ общемъ видѣ справедливость 
предыдущихъ формулъ. Это доказательство основывается на слѣ-
дующемъ свойствѣ многочленовъ. 

Теорема. Если многочленъ Ахп 4- Вхп~1 + Схп~2 -f • • • + 
4- Ux 4" ^ члены котораго расположены по убывающимъ сте-
пенямъ буквы х, станемъ делить на х — а, то въ остаткѣ 
получится: 

• Аап 4- Вап-1 4- Са"-2 + . . . + Ua + V, 
т.-е. въ остатке получится такой же многочленъ, но въ кото-
ромъ количество х заменено черезъ а. 

Чтобы доказать справедливость этого свойства, лопустимъ, 
что отъ дѣленія вышеозначеннаго многочлена на А; — а полу-
чилось извѣстное частное, которое мы для краткости обозначимъ 
черезъ Q, и остатокъ какой-нибудь R. Очевидно, что въ остаткѣ 
R ни одинъ членъ не можетъ содержать х, потому что въ про-
тивномъ случаѣ можно было бы продолжить дѣленіе. На осно-
вании того, что дѣлимое равно дѣлителю, помноженному на 
частное, плюсъ остатокъ, имѣемъ равенство: 

Ахп 4- Вхп~х 4- Схп~2 4- . . . 4- Ux 4- Г = ь (х — a) Q + Я 
Это равенство справедливо при всевозможныхъ значеніяхъ 

х\ т.-е. здѣсь вмѣсто я: можно поставить какое угодно колі • 



чество, и равенство не нарушится. Замѣнимъ я: черезъ а; тогда 
у насъ получится равенство: 

Аап + Ва»-1 -f Сап~2 + . . . -f jja -f V = (а — a) Q -f R. 

Но выраженіе: (a—a) Q равно нулю, потому что а—а = 0; 
слѣдовательно, 

Аап + Ва"-1 + Сап~2 + . . . Ua + Ѵ= R,\— 

что и требовалось доказать. 

Въ справедливости этого свойства можно убѣдиться непо-
средственнымъ дѣленіемъ. Напр.: 

1) Ах2 -Ъ Вх + С] х — а 
Ах2 =р Аах Ах -j- (Аа -j- В) 

(Аа + В) х + С 
— (Аа + В) х =р (Аа +В)а 

Остатокъ = (Аа + В) а + С = Аа2 + Ва + С. 

2) Ахь — Вх - f С х — а 
— Ах8 =F Аах2 Ах-2 + Аах Ч- (Аа2 

-

5? Аах2 — 
— Аах2 =р 

Вх + С 
Аа2х 

и ( А а 2 — * + С 
(^а2 — В) X =р (^л2 — 

Остатокъ = Мл 2 — 5 ) я - f С = Aas — Ва С. 

§ 75. Изъ предыдущей теоремы вытекаетъ: 

Если остатокъ Аап + Вап~х + Сап~2 + . . . + Ua - f V ра-
венъ нулю, то данный многочленъ дѣлится нацѣло на х — а. 

§ 76. На основаніи всего выше сказ аннаго мы можемъ вы-
вести слѣдующій признакъ дѣлимости: 

Всякій многочленъ раздѣлится безъ остатка на разность, 
полученную отъ вычитанія какого-нибудь количества изъ главной 
буквы, если этотъ многочленъ обращается въ нуль при замгьнѣ 
главной буквы этимъ количествомъ. 

Такъ, многочленъ: 2а2 + ab — 3b2 раздѣлится на а — Ъ, 
потому что онъ обращается въ нуль, если мы замѣыимъ а 
черезъ Ь. 

Сдѣлаемъ это: 
2 Ь2 + б2 — ЪЬ2 = 0. 



Многочленъ: х 2 + 9 * + 14 дѣлится на: х - f 2 — х — (— 2)> 
потому что онъ обращается въ нуль, если вмѣсто х поставимъ 
в ъ немъ: — 2. 

(— 2)2 + (9 . — 2) + 14 = 4 — 18 - f U = 0. 
Точно такъ же многочленъ: За3 4~ 7а2 — 4а + 6 дѣлится 

на а — (— з) = й + 3, такъ какъ онъ обращается въ нуль, 
если вмѣсто а поставимъ в ъ немъ: — 3. 
3 . (— З)3 4 - 7 . (— З)2 — 4 . ( — 3) 4- 6 = — 81 4- 63 4- 12 4- 6 = 0. 

§ 77. Замѣтивъ свойство, указанное въ предыдущемъ пара-
графѣ, легко доказать справедливость формулъ § 73. 

1) а"1—Ъш всегда дѣлится на а — Ъ безъ остатка, потому 
что дѣлимое обращается въ нуль, если количестве а замѣнить 
в ъ немъ черезъ b: 

bm — bm = 0. 

2) а т — b m раздѣлится на a-\-b—a—(—b) ш ш ъ въ томъ с л y-
чаѣ , если т есть четное число, потому что выраженіе: (—b)m —bm 

обратится тогда в ъ нуль. 
В ъ самомъ дѣлѣ , (—Ь)т = Ь , п (§ 45, 2), если т есть четное 

число. Следовательно, (— Ь)ш — Ьш ~ Ь т —Ь"1 = А 0 . 
3) ат + Ьт раздѣлится на а 4- b = а — (—Ь) лишь въ томъ 

случаѣ , если т есть нечетное число, потому что выраженіе: 
( — Ь т обратится тогда въ нуль. 

В ъ самомъ дѣлѣ , если т число нечетное, то (— Ь)т = — Ьт 

(§ 45, 2). Слѣдовательно, (— b)M 4- bm = —- bm 4- bM = 0. 
Кромѣ того, легко видѣть, что сумма одинаковыхъ степеней 

двухъ количествъ никогда не дѣлится на разность этихъ коли-
чествъ, потому что выраженіе а т + Ът не можетъ обратиться 
в ъ нуль при замѣнѣ а количествомъ Ъ: 

Ъш 4 - Ьм = 2b™'', 

т.-е. всегда получимъ остатокъ, равный удвоенному послѣднему 
члену. Напр.: 

а3 4- ^8 а — b 
— a3 =j= аЧ а2 + ab 4- b2 

аЧ 4 - & 
— аЧ =р abz 

^ об2 4- б3 

— аЬ*=і=Ь* 
„ 2b*. 



492. 
494. 
496. 
498. 
500. 
502. 
504. 
506. 
508. 
510. 
512. 
514. 
516. 
518. 
520. 
522. 
523. 
524. 
525. 
526. 
528. 
529. 
530. 
531. 
532. 
533. 
534. 
535. 
536. 
537. 
538. 
539. 
540. 
541. 
542 
543 
544, 
545 
546, 
547, 
548, 
550, 
552 
554 
555 
556 
557 

Задачи. 

( + 1 6 ) : ( + 5 ) . 
( - 4 8 ) : ( + 7 ) . 
( + я ) : ( + 3 ) . 
( + * ) : ( -3 / ) . 
4я : 2. 
3ах : 8. 
а 1 : я6. 
а8 : а. 
я8 : а1. 
аш : ап. 
—ап : а. 
дУ—2Х—1 • дУ—4х-}-8 
36аѢ2 : 4ab*. ' 
£я462*3: 4ab2x2. 
—6 a«b2xm:abx\ 
8ab2{x—y)4 : 2ab(x-y)2. 
~Ьхт [х+уУ :—4х(х+у)> 

а2Ь : я3; be : cd. 
(4а 4 —6а 3 6+2я 2 6 2 ) : 2я. 
( 8 а 3 * 2 — 4 а 3 * 3 + 1 2 а * 4 ) : (-—4а*2). 

493. 
495. 
497. 
499. 
501. 
503. 
505. 
507. 
509. 
511. 
513. 
515. 
517. 
519. 
521. 

527. 

(—0,46) : ( + 2 3 ) . 
( 6,4) : ( - 0 , 8 ) . 
(-а) : (+£). 
( - * ) : (•-у). 
—4аЪ2 : —6. 
— 8 я 2 * : —3. 
Xs : х2. 
аъ : я5. 
т3 : шь. 
хр+г : х2. 
— * " + 2 : ~хп~1. 

Ь,12аѢ2х : 0,8ab2x. 
—0,36a8£2m4 : — 4am2. 
8я" bm : 4 я т bn. 

з^з a°x -axaoc : ax. 

(—a2b). 
(Ъа2Ь-{-4х2Ь—bab2) : b. 
{—ЪаѢ2х—2а2Ьх2+4а2ЬЧ3) 
—(20a 2 —16a 3 +12a 4 ) : 4я2-
— ( 3 0 * * — 1 2 * 3 а + 6 * 2 я 2 ) : (—б*2)-
(аЧ2х2~аЬ3х2-\-4аѢх3) : abx. 
(—сРЪ2х—4аЪ3х2+4аѢх3) • {—abx). 
(4a 4 —3a 3 +2a 2 —3a) : 2a. 
( — 7 * 2 — 3 * s + 4 * 4 ) : ( — З Л 0 7 0 

(6a 2£ 2* 4—4a 3£ 3* 2 -f-2a8Z>4*) : 4a2b2x. 
( — З я 2 * 2 ^ 5 — 2 a 4 * 8 y + 3 a 8 * 2 j y ) '<--^2y). 
(0,4a5^3—0,8a4£4+0,6a3^6) • ' , 
(—0,8* 6 — 0 , 4 * 6 y + 2 £ * V ) : (^,4x). 
2%а2р2—ЦаѴ+4\аЧ2) За3-
(6ягл — 8 я ' " - 1 + 4 я ' " - 2 ) : 2 / - . 
(7а т + 8 —3a m + 6 +4а г / 1 + 4 ) : • , я в 

(0,4*-у». +0 ,28*"<+у- і—0,36^ ' 'Ч ; 2 Vя-2) 

{a2+ab—6b2) : ( я + 3 £ ) . 
(я2—я—12) : ( я + 3 ) . 
(а3—я2£—Зяб+Зб2) : (я2^"3б) 
( л ^ + 5 * 2 — * — 5 ) : (*2—1). 
(12а2 + 2ab — 2b2) : (З^ 

4*r' JV n—2 

( * 2 + 6 3 — 1 6 * ) : (*—9). 

ЬУ 



558. (28а2 + 17а* — З*2) : (4а + 3*). 
559. (10а + 21а2 + 35 + 6а8) : (2а + 7). 
560. (10* — 6 + 23* 3 — 13,8*2) : (— 3 + 5*). 
561. {lbab + 24а2£ — 12Ь2 — 30а 8) : (4Ъ — 5а). 
562. (12*2jy + Qy2 — 4ху — б*8) : (* — 2у). 
563. (1 + 2а — а 2 4 - 6а8) : (За 4 - 1). 
564. (6 4- * 8 7*) : (*2 — 3 * 4- 2). 
565. ( 4 * 3 — 1 2 / — 12х2у + Пху2) : ( 4 / — Зху 4- 2*2). 
566. (14*3 — 13а*2 4 - а2х + а3) : (2* — а). 
567. ( 1 5 0 а 3 — 5аѢ — 4b3 — 27ab2) : (15а 4- 43). 
568. (1 4- 52тг3 — 53w24- 6п) : ( 13п 2 — 10» — 1). 
569. (12а 3* — З*4 4 - Пах3— 24а2*2) : (2ах — З*2). 
570. ( — 12а26с-|-8а2с2 — 4acd— §ab2d+babcd— 3bd2) : (4ас4~ 3bd). 
571. (4а4 4" 8л 4 - %а2— 2а3) : (4 4- 2 а 2 — За). 
572. (10а 4 - 1 2 а 4 — 9 а 3 — 3 — 8а2) : (4а — 3). 
573. ( т 4 — 3т3 — 3m — 3т2 — 4) : (т2 — 3т —4). 
574. (z5 — 04 4 - г 8 — z2 — z 4- 1) : (е — 1). 
575. (а 3* — 2а* — За2*2 4- 4а 2 * — 2ах2 + б*8) : (2* — а2). 
576. (3х3у 4- 3 х 2 у 2 — Ъху3 4- 2 / ) : (З*2 — Зху 4- У% 
577. (а4 — 4а2 4 - 4а — 1) : (а2 4- 2а — 1). 
578. (* 4 — * 2 4 - 2 * — 1) : (*2 — * 4- 1). 
579. ( 6 т 4 4 - 2 1 т 3 4" 2 0 т 2 4" 9 т — 20) : ( 2 т 2 4 Зи 4 4). 
580. (21*4 — 44* 3 — З*2 4 - 4 * — 3) : (7*2 4 - 1 — 3*). 
581. (30 — 26а 4- 45а2 — 18а3 + 14а4) : (3 — 2а 4- 2а2). 
582. (8а4 4- 6а 3* — 9а2*2 4 - 18а* 3 - - 8*4) : (4*2 — За* 4- 4а2). 
5 8 3 . {2пь 4 - З и 4 •— ft3 — 3 п 2 — п) : ( 2 п 2 — п — 1 ) . 
584:. (4т б — 8 т 4 — 1 5 т 3 4- 7 т 2 + 7 т — 3) : ( т 2 — 2 т — 3). 
585. (За6 — 5а4 + На 3 — 5а2 — а 4- 3) : (а2 — а 4 - 3). 
586. (а8 4 - а 6 4 - 2а4 — а2 + S) : (3 4- 2а2 4 - а4). 
587. (а5 4 - 2л8 4- я2 4 - 7а — 3) : (а2 4 - 2а + 3). 
588. ( З * 6 — 5*4ѵ 4 - б * 3 / — 6 * у 4 - 3 * / — у5) : (З*2 —2ху + у2). 
589. (а6 — а 4 + 2а3 — За2 4 - 2а — 1) : (а3 — а2 + а — 1). 
5 9 0 . ( * 8 4 - * 6 - j - * 4 + * 2 4- 1 ) : ( * 4 — * 3 4 - * 2 — * 4 - ! )• 
591. (£а8 — f a 2 — 3|а 4" 1) : (Ь* + 1). 
592. ( а 4 — 8,75а3 4~ 0 ,3а 2 4- 10,5а — 1,8) : (2,5а2 — 3). 
593. (|а4 — л а3 — А « 2 + А * 4- 3Le) : { \а 2 — }) . 
594. (0,1*4 4- Л * 3 — i f f о*2 4" ь\х - А ) . : ~ + !)• 
595. (9а3 4- а — 2) : (За 4- 2). 
596. ( 5 — 4 * 4- 1 9 * 2 — б*3 4- 14*4) : (7*2 — 3* — 1). 
597. (За4 — 7а3Ь 4" И ^ 2 — баб3 4 - бб4) : (а2 — ab 4- 2б2). 
598. 1 : (1 — q). 599. г . (1 + ?). 

В ъ слѣдующихъ примѣрахъ написать частное, не производя 
дѣйствія: 
600. (*4 — jу4) : (* — у). 601. (а9 — Ъ9) : (а — 3). 
602. (* 8 4- / ) : ( * 4 - у). 603. ( т 4 — я4) : ( т + п). 
604. (а6 4- 243*6) : (а 4~ 3*). 605. (* 6 4- 1) : (*2 4- 1). 
606. (*9 4- П3) : (* 8 4 - »). 607. ( * у 4- 1) : (х2у 4- 1). 
608. (* 2 0 4- 1) : (* 4 4 - 1). 609. (х^ +у5п ) :(хп 4 - у л У 



Г Л А В А V I I . 

Разпоженіе алгебраическихъ выраженій на множителей. 

§ 7 8 . Цѣлыя алгебраическія выраженія раздѣляются на 
простыл и составных. 

Простымъ называется такое выраженіе, которое дѣлится 
безъ остатка только на себя и на единицу; напр.: a, a - f Ъ, х — у . 

Составнымъ же называется такое выраженіе, которое де-
лится не только на себя и на единицу, но и на другія коли-
чества; напр.: ab, 4а2х, а2 — b2 

Всякое составное алгебраическое выраженіе можно пред-
ставить въ видѣ произведенія простыхъ алгебраическихъ выра-
женій, не измѣняя его величины, напр.: 

а2 — Ь2 = (а + а) (а — Ъ). 

Такое преобразованіе алгебраическихъ выраженій называется 
разложеніемъ на множителей. 

§ 79. Разложение одночленовъ. Одночлены разлагаются на 
множителей очень легко. Такъ^ напр.: \2аЧ2с есть произведете 
слѣдующихъ простыхъ множителей 2 . 2 . 3aaabbc, которые можно 
соединять въ какія угодно группы. 

§ 80. Разложеніе многочленовъ. Что же касается раз-
ложенія многочленовъ, то здѣсь предоставляются значительныя 
трудности. Выводъ общаго правила разложенія многочленовъ 
на множителей принадлежите высшей алгебрѣ; въ начальной 
же алгебрѣ могутъ быть указаны только нѣкоторые частные 
случаи, которыми съ успѣхомъ можно пользоваться при раз-
личныхъ преобразованіяхъ формулъ. 

I. В ы н е с е н і е о б щ а г о м н о ж и т е л я з а с к о б к у . Е с л и 
всѣ члены многочлена содержать общаго множителя, [то его 
можно вынести за скобку. Для этого надо весь многочленъ раз-
дѣлить на общаго множителя и потомъ обозначить, что частное 
должно быть помножено на того же множителя; напр.: ад—bq-f 

cq — (а — Ъ -f- c)q. 

Примѣры: 1) 18аѢ2 — 14a*bs - f 8asb* — 2аЧ 2 (9а2 — lab + 4b2). 
2) 3 — 12ая + 6an~ l = 3a n -\a 2 — 4a + 2). 
3) 2a(x — 1) -f- 3b(x — l) = (x — l) (2a + 3b). 

к 



При вынесеніи за скобку иногда берутъ общаго множителя 
со знакомъ минусомъ, при чемъ знаки у членовъ частнаго измѣ-
няютея на обратные. 

4) — ау — ах — — а{у + х). 
5) — an -{- Ьп — сп — — п(а — Ъ + с). 
6) 4 а Ч — 6ab2 — 8ab = — 2ab(—2a + 36 + 4). 

II. Р а з л о ж е н і е м н о г о ч л е н а н а м н о ж и т е л е й по 
ч а с т я м ъ . Когда в с ѣ члены многочлена не имѣютъ общихъ 
множителей, тогда полезно разбить данный многочленъ на части: 
по два или болѣе членовъ въ каждой, и затѣмъ въ каждой 
части выносятся за скобки ихъ общіе множители! При удачной 
группировкѣ частей могутъ оказаться общіе -множители для 
всего многочлена, которые и выносятся за скобки, какъ это видно 
изъ слѣдующихъ примѣровъ: 

1) ас + ad + be + bd — (ас + ad) + {be + bd) = a(c + d) + b(c+d)= 
= {c + d)(a + b). 

2) x'Y — xyzH + xy2zt —zW = ( x y — xyz2t) + (xy2zt — sV2) = 
= xy (xy> — z2t) + zt{xy2 ~~ z2t) = (xy2 — z2t)(xy + zt). 

3) ac + ad— be — bd — (ac + ad)—(be + bd) = a(c + d)—b(c+d)= 
= (c + d)(a — b). 

4) ax2 — bx2 + c*'2 — ax + bx — cx = x(ax — 6 * + с* — a + 6 — c)= 
= x[x(a — b + c) — (a — b + c)] x[(a — b + с) (x — 1)] •= 
= x(a — b + c) (x — 1). 

Другой способъ: 
ax2 — bx2 + cx2 — ax bx — cxz=x(ax__a __bx + b -j_ CX—c) = 
= x[(ax —a) — (bx-b)-\- (cx—c)]=zx[a(x—1)—6(*-l)+c(*~ 1 ) ] = 
= x(x — 1) (a — b + c). 

5) 8an+l — 4an b — 2ab + 20a» z _j_ ^ — 562; = 
= (ва^1 — 2ab) — (4an b — b2) + (20an 0 — 5bz) = 
— 2a(4an —b) — b(4an — b) + _M — 
= (4an—b) (2a — b + bz). 

Другой способъ: 
8яМ-і _ 4anb — 2ab + 20an e + b2 — bbz = 
= ( в а ^ 1 — 4a"-6 + 20a" z) — (2a6 — b2 + bbz) = 
= 4a" (2a — 6 + bz) — b (2a — b + 5*) = 
= (2a — 6 + 60) (4an — 6). 

III. Р а з л о ж е н і е н а м н о ж и т е л е й п о м о щ ь ю фор-
м у л ъ з а м ѣ ч а т е л ь н ы х ъ с л у ч а е в ъ у м н о ж е н і я и 
д ѣ л е н і я. При разложены многочленовъ на множителей весьма 
выгодно пользоваться замѣчательными случаями умноженія и 
дѣленія. 



1) Такъ, если многочленъ СОСТОИТЕ ИЗЪ суммы квадратовъ 
двухъ количествъ =±= удвоенное произведеніе этихъ количествъ, 
то его можно представить въ видѣ квадрата суммы или раз-
ности этихъ количествъ. 

Примѣры: 1) а2 + 2ab + b2 = (а + bf. 
2) а2 — 2ab + b2 = (а — b)2. 
3) л;2 + 2х + 1 = (х + I)2-
4) а2 — 12ЯЛ;2 + 36л:4 = а2 — 2 . а . 6л;2 4- (6л;2)2 = 

= (я — 6л;2)2. 
5) a2w 4- 2ат bn 4- £2п = (ат)2 4- 2ат Ьп 4- (Ьп )2 = 

— ь* )2. 
6) 4а2 — я 4- Л = (2а)2 — 2 . 2д . і 4- (і)2 = (2я—і)а . 

7) ж2 + 2 4- J _ = w 2 + 2 . m . J_ + ( і Л _ M ' . 
m2 m \ m / — \ / 

8) (я 4- £)2 4- 2(a 4- b) x 4- x2=[(a + b)+xf=(a+b+x)2. 

2) Если двучленъ состоитъ изъ разности квадратовъ двухъ 
количествъ, то его можно представить въ видѣ произведенія 
суммы на разность этихъ количествъ. 

Примѣры: 1) a2— b2 ~ (аЬ) (а — Ь). 
2) а2— 1 = ( я 4 - 1) (а — 1). 
3) 36*2 — 25у2 = (6л;)2 — (5jv)2 = (6* 4~ ty) (6л: — 5у). 
4) ж4 — w4 = ( т 2 4" п2) — w2) = 

= (;т2 4~ ^2) (т - f -п ) (т — п). 
5) (а + Ь)2 — с2 = [(а + Ъ) + с)[(а + Ь) — с] = 

— {а + b 4- с) (а 4- Ъ — с). 
6) { b + c f = [ а + { b + с ) ] [ а _ { b + е ) ] = 

= (а 4" b 4- с) (а — b — с). 

3) Нѣкоторые многочлены представляютъ кубъ суммы или 
разности двухъ количествъ. 

Примѣры: 1) л;3 — Зл:2 4- Зл: — 1 = (х — I)3. 
2) а3 4- 6а2Ь 4 - 12ab2 + 8b3 = 

= а3 4- 3a2 .2b + 3a. (2b)2 4- (2b)3 = (a + 2b)3. 

4) ЕСЛИ двучленъ состоитъ изъ разности какихъ угодно 
степеней двухъ количествъ, то его можно представить въ видѣ 
произведенія разности этихъ количествъ на частное, полученное 
отъ дѣленія даннаго двучлена на разность. 

Примѣры: 1) а3 — Ь3 — (а—Ь) (а2 4- ab + b2). 
2) ж5 — у ь = (х —у) (л;4 -j- х3у -f- х2у2 + ху3 4 " У ) -
3) 27т® — 64п3 — (3т)3 — (4п)3 — 

— (3т — 4п) [(Зт)2 + 3т . 4п 4- (4п)2] — 
— ( 3 т — 4п) ( 9 т 2 - f 1 2 т п 4- 16п2). 



5) Если двучленъ состоять изъ разности четныхъ степеней 
или суммы нечетныхъ степеней двухъ количествъ, то его можно 
представить въ видѣ произведенія суммы этихъ количествѣ на 
частное, полученное отъ дѣленія даннаго двучлена на сумму. 

Примѣры: 1) а3 + Ь3 = (а + Ъ) (а2 — ab + б2). 
2) я4 — £4 = (а + b) (а3 — аЧ + ab2 — b3). 

Выводъ правила. Изъ всего вышесказаннаго мы можемъ 
вывести слѣдующее правило: Чтобы разложить какой-нибудь 
многочленъ на множителей, надо прежде всего вынести общихъ 
множителей за скобки, затѣмъ посмотрѣтъ: нельзя ли много-
членъ, заключенный въ скобкахъ, разложить по частямъ, а также', 
не представляешь ли онъ замѣчательнаго случая умножения или 
дгьленія. 

Примѣры: 

1) 4 а Ч 2 — 4аЧ8 = 4аЧ\а* — h6) = 4а262(а3 + Ь3) (а3 — Ь3) = 
== 4 а Ч \ а + Ъ) (а2 — ab + b2) (а—Ъ) (а2 + ab + b2). 

2) a3bn8 -f- т8№а — аЧт8 — ab3n8 = 
— ab{a2n8 -f- тЧ2 — ahn8 — b2n8) = 
= ab[{a2n8 — a2m8) — (b2n8 — m862)] = 
= ab[a2(n8 — m8) — b2(n8 — m8)} = ab(a2 — b2) (w8— m8) = 
= ab\a -j- b) {a — b) (я4 -j- ш4) (»4 — ж4) = 
= ab\a - f b) (a — b) (w4 -j- ?;г4) (w2 4- m2) (n 4- m) (n — m). 

3) 6 а п - Ѣ 2 - л — ban~4x~nd2 4- 6a n ~4 x ~ n cd + Ъа^Ч3-" — 3а п ~Ч г -»с 2 + 
4- За" bl~n — 3ап-Ч 1~ л(-гаЬ — d2 4- 2сг/ 4 b2 — с2 4- а2) = 
= За" -2£1—"[(а2 4- 2ab 4* — (с2 — 2cd 4" ^2)] = 
= 3 4 b)2 — (c — d f } = 
= 3 а ^ Ч ^ І І а 4- b) 4- (с — d)] [(а + 6) — (с — </)] = 
= Ъап-Чх-\а + Ь + с — й О ( а + 3 — с - f aQ. 

4) Збл^ 1 — 4хг—3у4 — Т2хг + 8хг~~4у4 = 
= 4хг-4(9хб — ху4 — 18л:4 + 2 / ) = 
= 4хг~~4[(9хь — 18*4) — (*/ — 2у*)] = 
= 4* r - 4 [ (9* 4 ( * — 2) — у \ х — 2)] = 
= 4хг (х — 2) (9х4 — у4) = 4 * г - 4 0 — 2) (З*2 - f у2) (З*2 — у2). 

§ 81. Разложеніе трехчлена вида: 
х2 4- (л» 4- я ) * + юл. 

Указанный въ § 80 II пріемъ разложенія многочлена удобенъ 
тогда, когда многочленъ состоитъ изъ четнаго числа членовъ. Если 
же число ихъ нечетное, то нѣкоторые изъ членовъ иногда при-
ходится разбивать на двѣ части и тогда только поступать попред-

5* 



идущему. Чтобы уяснить себѣ послѣднее правило, возьмемъ 
трехчлены * 2 -j- 11* + 24. Второй членъ этого трехчлена можно 
замѣнить суммою слѣдующихъ одночленовъ: 8 * и 3*. Тогда 
получимъ: 
* 2 + 11* + 24 = * 2 + 8 * + 3 * + 24 = * ( * + 8 ) - j - 3 ( * + 8 ) = ( * + 8 ) ( * + 3 ) . 

Чтобы разложить на множителей трехчленъ: 

а 2 — 2 а — 35, 

замѣтимъ, что — 2а = 5а — 7а. Тогда 
а2—2а—35 —а2 —7а + 5а—35 = а{а—7) + Ь(а—7)— (а—7) (a -J- 5). 

§ 82. Выведемъ теперь общее правило, указывающее, какимъ 
образомъ разлагаются на множителей трехчлены вида : 

*2 -{- [т -j- п) х + тп. 
Прежде всего замѣтимъ, что трехчлены подобнаго вида по-

лучаются отъ перемноженія двухъ биномовъ, у которыхъ первые 
члены одинаковы. Отъ перемноженія первыхъ (общихъ) членовъ 
получается первый членъ трехчлена, который равенъ квадрату 
общаго члена биномовъ. Отъ перемноженія вторыхъ членовъ 
биномовъ получается послѣдній членъ трехчлена. Наконецъ, отъ 
перемноженія вторыхъ членовъ на первые (общіе) члены полу-
чается два среднихъ члена, которые, какъ подобные, соединя-
ются въ одинъ членъ. Напр.: 

1) ( * + 3) ( * 4- 4) = * 2 ' + 4 * + 3 * + 12 = * 2 + 7 * + 12. 
2) ( * — 8) ( * — 4) = * 2 — 4 * — 3 * - f 12 = * 2 — 7 * - f 12. 
3) ( * — 3) ( * 4- 4) = * 2 + 4 * — 3 * — 12 = * 2 + * — 12. 
4) (* - f 8) ( * — 4) = х2 — 4 * + 3 * — 12 = * 2 — * — 12. 

Изъ этихъ примѣровъ видно, что коэффиціентомъ средняго 
члена служитъ сумма вторыхъ членовъ данныхъ биномовъ. Такъ, 
въ первомъ примѣрѣ коэф. средняго члена есть : 7 = 3 + 4; во 
второмъ: — 7 = (— 3) + ( — 4 ) ; в ъ третьемъ: 1 = (4) + ( — 3); 
въ четвертомъ: — 1 = ( — 4) - f (~f 3). Кромѣ того, изъ этихъ 
примѣровъ легко можно замѣтить, что послѣдній членъ трех-
члена будетъ положителънымъ, когда вторые члены биномовъ 
имѣютъ одинаковые знаки, и отрицательным*, когда вторые 
члены биномовъ имѣютъ знаки разные (сравн. первые два при-
мѣра съ двумя послѣдними). • 

§ 83. На основаніи этого замѣчанія мы можемъ вывести 
правило: Чтобы разложить на множителей трехчленъ вида: 
х2-\~(т-\-п)х-\-тп, нужно разбить средній членъ на два такихъ 



члена, произведете коэффиціентовъ которыхъ равнялось бы треть-
ему члену, и затемъ поступать по правиламъ, указанньшъ 
въ § 80, II. 
Примѣры: 1) а2+8а-\-15 = a 2 - f 3a+5a-f-15 = а ( а + 3 ) + 5(a-f-3) = 

= (а+3) (а+5), 
2) а 2 — 1 3 а - f 40 = я2 — 5а — 8а 4- 40 = 

= а(а — 5) — 8(а — 5) = (а — 5) (а — 8). 
3) л:2 + 5 * — 1 4 = я2 + 7 * — 2* — 14 = 

— х(х+ 7) — 2(* + 7) = ( * 4 - 7) (ж —2). 
4) х 2 — 3 * — 70 = * 2 — 1 0 * + 7* — 70 = 

= * ( * — 10) - f 7(* — 10) = (* — 10) ( * 4- 7). 
5) * 2 4- 123* 4- ЗЬд2 = * 2 4- ЬхЬ 4- 7хЪ 4- 35№ — 

— х(х + 53) 4- Щх 4- ЪЬ) = ( * 4- ЪЬ) ( * 4- 76). 
6) * 6 + 1 1 * 8 + 2 4 = * 6 4 - 3 * 8 - f 8 * 8 + 2 4 = ( * 8 + 3 ) (*84-8) = 

= (* 8 4- 3) (* 8 + 28) = (*3 + 3) ( * 4- 2) (* 2 — 2* 4- 4). 

§ 84. Есть еще другой способъ, указывающей, какимъ 
образомъ можно разложить на множителей не только разсмо-
трѣнный въ предыдущемъ параграфѣ трехчленъ, но и всякій 
многочленъ, представляющій произведете простѣйшихъ бино-
мовъ. Выводъ этого способа основывается на слѣдующемъ 
свойствѣ многочленовъ (см. § 76): Всякій многочленъ разде-
лится безъ остатка на разность, полученную отъ вычитанія ка-
кого-нибудь количества изъ главной буквы, если этотъ многочленъ 
обращается въ нуль при замене главной буквы этимъ количествомъ. 

Зная это свойство, легко найти тѣ двучлены, на которые 
данный многочленъ дѣлится безъ остатка. Такъ, многочленъ: 

х 4 — 15*2 — 1 0 * 4 - 2 4 

дѣлится на * — 1, потому что онъ обращается въ нуль, если 
вмѣсто * поставить въ немъ 1. Раздѣлимъ теперь по извѣст-
нымъ правиламъ этотъ многочленъ на *—1; получимъ въ частномъ: 

* 8 4" — 1 4 * — 24. 

Это частное дѣлится безъ остатка на * 4 - 2 = * — ( — 2), по-
тому что оно обращается въ нуль при замѣнѣ * черезъ: —2. 
Раздѣливъ * 8 - ) - * 2 — 1 4 * — 24 на * - ) - 2 , получимъ новое частное: 

ос^'1' ос 12 j 

которое дѣлится на * — 4 . Раздѣливъ его на * — 4, получимъ 
третье частное х-\-3, которое представляетъ простой двучленъ. 

Слѣдовательно, многочленъ: 

* 4 — 15* 2 — 1 0 * 4- 24 = ( * — 1) (х + 2) ( * — 4) (* 4- 3). 

Такимъ образомъ мы видимъ, что для разложенія на мно-
жителей многочлена, представляющаго произведете простѣй-
шихъ биномовъ, надо сначала найти двучленъ, на который 



данный многочленъ дѣлится безъ остатка, по правиламъ, ука-
занными» въ § 76; затѣмъ весь многочленъ надо раздѣлить на 
найденнаго двучленнаго дѣлителя п найти снова двучленъ, на 
который полученное частное дѣлится безъ остатка; съ слѣдую-
щими частными надо поступать попредыдущему до тѣхъ поръ, 
пока въ частномъ не получится простое выраженіе. Всѣ дѣли-
тели и послѣднее частное и будутъ представлять простыхъ 
множителей даннаго многочлена. 

Самое дѣйствіе располагается слѣдующимъ образомъ: 

*4 — 15*2 — 1 0 * + 24 х - 1 
— *4=Т= *3 * 3 + * 2 — 1 4 * — 2 4 j c + 2 
, * 3 — 15*2 — 1 0 * + 24 — Xs =Ь 2* 2 * 2 —*—12 

* 3 — * 2 — * 2 — 1 4 * — 2 4 * 2 =р4* 
14*2 — 1 0 * + 24 
14*2 =Ь 14* 

„ — 24* + 24 
=F 24* 24 

0. 

2* 

х—і 

* + 3 

1 2 * -

1 2 * : 

24 
24 

3*—12 
— 3*=р12 

0. 
0. 

1 5 * 2 - ~ 10* + 2 4 = ( * — ! ) ( * + 2) ( * — 4 ) ( * + 3). 

Пусть требуется еще разложить на множителей многочленъ: 
а* + 2 а3 — 13 а 2 — 14а + 24. 

а 4 +-2а 3 —13я 2 —14а+24 
— a * = F а° 

а — 1 
а 3 +За 2 —10а—24 

За3— 13а 2 —14а+24 — а3=^За2 

За3: За2 
а 2 + 6а + 8 

6а2—10а—24—а2 =ь 2а 
„ —10а 2 —14а+24 

=р10а2=Ь10а 

а + 2 

а + 4 

6а2=р18а 

- 2 4 а + 2 4 
=24д=Ь24 

0. 

8а—24 
— 8а=р24 

0. 

4а + 8 
—4а =Ь 8 

а 

а 4 + 2а3 — 13а2 — 14а + 24 = (а — 1) (а — 3) (а + 2) (а + 4). 

7а + 7 Ь. 
612. 
614. 
616. 
618. 
620. 

Задачи: 610. 
За — 3 Ь. 
ЪЬ + 5. 
18 ab — а. 
а2 + ab. 
аЧ8 + аѢь. 

611. а * + Ьх. 
613. ах — Ьх. 
615. ab — а. 
617. 32а2 — 8а. 
619. * б — * 6 . 
621. 16 аЧ2 — 12 аѢ8. 



622. 
624. 
626. 
628. 
630. 
632. 
634. 
636. 
638. 
640. 
642. 
644. 
646. 
647. 
648. 
649. 
650. 
651. 
652. 
653. 
654. 
655. 
656. 
657. 
658. 
659. 
660. 
661. 
663. 
665. 
667. 
669. 
671. 
673. 
675. 
677. 
679. 
681. 
683. 
685. 
687. 
689. 
691. 
693. 
695. 
696. 
697. 
698. 
699. 

1 0 x Y + 35* 2 «,* 

x , n+n - f ж» . 
уЪт —2уп. 
— ІбаЧ 4- ЮаЧ4-. 
16аЧ 4 - 24аЧ 2 — 32аЪъ 

— ху Х0~~ Xt. 
10 (а — Ъ) + 15. 
а(х 4- 1) 4- ab. 
а(х + у) 4- Их 4-у)-
а(х — 1) 4- Щ х — 1). 
а\Ъ 4 - с) — ab(b 4" с\ 
а{а? — 2 а — 
4а(п 4- т) -

623. 
625. 
627. 
629. 
631. 
633. 
635. 
637. 
639. 
641. 
643. 
645. 

1) _ Ь{а2 — 2а — 1). 
• 3 аг(п +  пі) — (п + т). 

1 8 x r - 1 ^ 16хг. 
хр — Xя. , 
_ 4д2 ^ зab. 
am — an +  аР-

ab -ас — аа. 
axr+ l 4- bxr+2 — схг+ъ. 
6(а + Ь) —  24-
8іа 4- Ъ) — '2Ь-
Вт(а — Ь)~ 4п(а — Ь). 
(х 4. y f 4- аіх 4 - у \ 
хіа 4 b) + а 4 b. 

3a(J> — q) — 2 bip — q\ 
6a\a — n) 4- 2a{n — я) + « — a. 
ac 4~ ax -j- be 4 bx. 
x% — x2y 4- 3xy 2 —- 3jVs. 
Xs 4 - 2*2 ___ 2л; _ 4. 
(2a + 3b) (3c — 2d) + (7a ~ 5b) (3c — 2d). 
(4* 4 - by) (8a — 3b) — (4* 4- By) (4a — 7b). 
(16a — 9b) (4* — y) — (4* — j ; ) (10a 
(* — y) (a 4- b) — (c 4- d) (y — x). 
1 6 a W — 8a8M 4- 2аЧ2с* аЪъ. 
ax — ay bx — by — cx 4- Cy. 
an2 — bn2 4- bn — an 4- a 6 
(a + bf 4- (a — bf 4" a2 4 . b\ 

Щ. 

x2 4 - 2 xy 4 - У 
a 2 — 2a 4- 1-
9б2 — 4 n<i-
2x 4 - 4x 2 4- Ь 

2 * 2 —- 2. 
a 1 6 4 10a865 + 25610. 
49a2 — 266a6 + 36162. 
a 2 — 2 a {b — c)4- (b — cf. 
x2 —y2-
36 — x2y2 

25 a 2 — b2 

24c 8* — бея8. 

_f_ yi _(_ 2xy — z2 

4n2 —p2Jr Щ — f-
ab — ac — + 2 be — c\ 
x2 + 2xy 4 " У 2 — + 2zt _ 
a? b2 — (c2 4 - d2) — 2{ab 
a2c2 _ a2d2 _ ЬЧ2 4- b2d2 

662. 
664. 
666. 
668. 
670. 
672. 
674. 
676. 
678. 
680. 
682. 
684. 
686. 
688. 
690. 
692. 
694. 

-t2. 
4- cd). 

x2 — 2 xy + У2. 
X4 4 - 2x2y2 4-jy4. 
3xya2 4- 6ab2xy 4 3xb*y. 
— x2 — 2 xy —y2. 
§аЧЧь — bW — 9a4. 
x2m— 2x rnyn 4 - y2n . 
(a 4- bf 4 2(a + b)c + c2 

(a — bf — 2(a — b)c + c2. 
a2 — 16. 
a 2 — 1 . 
- l - *y — 0,01. 
72a r+2 — 8 a r . 

2 — (b 4- cf. 
b f - ( a + bf. 

a* 
(a 
a2 — b2 — 2 be 
m2 4- 4- n2-
x'z C21>2 _ 

-(m-\-n)p. 
У+ 

a2c2 4- b2d b2c2 
2C2 ЬЧ2 — b2C2 

a2dа . . д , 

4abcd. 



700. a 3 — b 3 . 701. ж3 — у3. 
702. a 3 — 1. 703. * 8 — 8y8. 
704. 705. 125a3 — 83s. 

.10 706. 2 7 я 8 — У 5 . 707. 32аб — n 
708. 343* 8 — 12by3. 709. * 5 - f y\ 
710. a 3 + b3. 711. 8л:8 + z*. 
712. * 8 + 1. 713. 243a5 + 312535. 
714. c3 + 27. 715. b W + tfa2. 
716. xa4 + * 4 a . 717. л:6 — ху4. 
718. a 4 — 1 . 719. 3a7 — 3a36. 
720. a 6 — b6. 721. m 1 2 —w 1 2 . 
722. л : 1 2 — / . 723. л : 8 —1. 
724. Зл:2 — Зл:20. 725. л:6" — 1. 
726. a 8 — b8— 2 a2b + 2 ab2. 727. 7ac8 — 7a4 

728. л;10 — 1. 729. л:3 + у ь — * 2 у - ху2 . 
730. (a + b) (a2 — с2) — (a — с) (a2 — 32). 
731. (a 4- 3) (2a2 -j- 3b2) — (3a2 + 232) (a 4" 
732. a2b2(xs 4- 1) — c2d2(x8 4- 1). 
733. a 2 4- 4a -f- 3. 734. * 2 — 3 * -f- 2. 
735. л:2 + 16* 4- 50. 736. a 2 — 9a + 20. 
737. * 2 4- 12* 4- 27. 738. * 2 — 1 2 * 4 - 2 7 . 
739. a 2 — 16a + 15. 740. a 2 4- 64a 4- 240. 
741. z2 — bz 4- 8. 742. m2 — 19m 4- 90. 
743. a 2 — 11a + 30. 744. 7* 2 — 70* + 147. 
745. a 2 — 2a — 35. 746. a2 4- a — 30. 
747. * 2 — 3 * — 4. 748. a2 4- 4a — 60. 
749. a2 — 10a — 24. 750. y*—y — 90. 
751. 26 — 15n 4- n2. 752. 12 + 7a + a2 . 
753. a 2 — bab + 4b2. 754. * a 4- 2xy — 120sy2. 
755. x4 — 5* 2 4- 4. 756. a 4 — 13a232 -j- 36b4. 
757. a 6 — 7a338 — 8b6. 758. — a 2 + 16a — 60. 
759. — b2 — 33 4- 10. 760. 15* — * 2 — 56. 

761. * 8 + 8 * 2 -j- 19* 4- 12. 762. a 3 4- 8a2 -j" 17a - f 10. 
763. a 3 — 2a2 — 11a + 12. 764. m3 — m2 — 4m + 4. 
765. * 4 — 1Q*3 4 35* 2 — 50* 4- 24. 
766. a 4 4- 2a3 — 5a2 — 6a. 
767. *з — 7* 2 + 2 * 4- 40. 
768. n4 — 19n3 4- 125w2 — 317w 4- 210. 

769. * 4 4- 14*8 4- 7 l * 2 4- 154* 4- 120. 
770. a 6 4- ЗаѢ 4- 3аЧ 2 + b3. 
771. * 8 - Зл-у 4- Зху4 —ye. 
772. 8* 3 — 60x2y — 125jy8 + 150*y . 
773. (a - b) (a2 - b2) 4- (b2 - a 2) (a 4 b). 

774. (m — n) (3* 2 4- 4y2) - f (2* 2 4~ by2) (n - m). 
775. a 4 4- a 3 + a 4 1. 776. * + л:" - 2 4 *n" 
777. (*4-y)3 — x3 —y3. 778. a4 — 10aa32 -+ 934 



779. а& — 2с? - f 1. 
780. a5b2c3 - f 6а3Ьъс3 — 16а62сб + 9ab8c3. 
781. 7a12 — 112 a4- — 28a10 + 448a2. 
782. а11 -а9-\-а8~а* — а5 + а3-а2 + 1. 
783. * 8 + у* — % Y — * У . 

Г Л А В А V I I I . 

На^ожденіе общаго наибопьшаго дѣпитепя. 

§ 85. Общимъ делителемъ двухъ или несколькихъ алгебра-
ическихъ выраженій называется такое количество, на которое 
данныя выраженія делятся безъ остатка. Такъ, общими дѣли-
телями для выраженій 12 a3b2 и 16a2Z>3 будутъ: 

а, ab, 4аЧ и др. 

Точно такъ же для выраженій: а2 — Ь2 и а2 + 4- Ъ2 

общимъ дѣлителемъ будетъ: a -f- b. 
Если алгебраическія выраженія не имѣютъ общихъ дѣли-

телей (кромѣ единицы), то такія выраженія называются первыми 
между собою, или взаимно простыми. Напр.: 

1) ab и cd, 2) а2 + b2 ж а + b, 8) а2 — Ь* и а2 — 1. 

§ 86. Общимъ наиболъшимъ делителемъ*) двухъ или нѣсколъ-
кихъ алгебраическихъ выраженій называется такой общій дели-
тель ихъ, по разделеніи на который получаются частныя, 
первыя между собою. 

Такъ, для выраженій: 
12а3b2 и 16а2Ьъ 

общимъ наиболъшимъ дѣлителемъ будетъ 4а2Ь2> потому что 
частныя: 3а и 4Ь, полученныя отъ дѣленія этихъ выраженій на 
4а2Ь2, суть выраженія, первыя между собою. Точно такъ же 
для выраженій: 

а2 - Ь2 и a2 - f 2ab + b2 

общій наибольшій дѣлитель будетъ a -j- b. 

*) Нельзя смѣшивать буквеннаго общаго наибольшаго дѣлителя съ 
численнымъ. Напр., для выразкѳній: ab и ас общій наиб, дѣлитель будетъ а 
при всякомъ значеніи «, 6 и с. Между тѣмъ, если гх=5, 6 = 6 , то численный 
общій наиб, дѣлитель для этихъ выраж. = 10. 



§ 87. Общій наиболыпій дѣлитель заключаетъ въ составѣ 
своемъ всѣхъ общихъ дѣлптелей данныхъ выраженій; поэтому, 
чтобы найти общаго наибольшаго дѣлмпеля для двухъ или нѣ-
сколысихъ алгебра ическихь выраженій, надо разложить эти выра-
женія на простыхъ множителей, потомъ выписать всгьхъ общихъ 
множителей и перемножить ихъ, — полученное произведете и 
будетъ общымь наибольшимъ дплителемъ. 

Примѣры : 1) 12ab2 и 8a2b. 
12ab2 = 2 . 2 . Sab2; 8a2b = 2 . 2 . 2a2b. 

Общій наиболыній дѣлитель — 2,2.ab = 4ab 

2) 3bx2y3z; 24x3y2z3; 18xy2z3. 
3 6x2ysz = 2 . 2 . 3 . 3x2y3z; 24xsy2z3 = 2 . 2 . 2 . 3x3y2z3\ 
18xy2z3 = 2 . 3 . 3x*y2z3. 

Общій наибольшій дѣлитель = 2 . 3x2y2z = 6x2y2z. 

3) a2x2 — a2', 2a2x - f 2a2x2. 
a2x2 — a2 = a2 (x + 1) (x — 1); 
2a2x -j- 2a2x2 = 2a2x(l x). 

Обіцій наиболып. дѣлитель = a2(x -f- 1) = a2x -f- a2. 
4) a2 + Ьа -j- 4 ; a2 + 2a — 8; a2 + 7a + 12. 

(a2 + Ьа + 4 = (a - f 1) (a + 4); 
{a2 + 2a — 8 = {a — 2) (a + 4); 
{a2 + 7a - f 12 = (a -f 8) (a -+- 4). 

Общій наиболыпій дѣлитель = a -j- 4. 

Замѣчаніе: На практикѣ для одночленныхъ выраженій 
общій наиболыпій дѣлитель находится такъ: сначала опредѣ-
ляютъ сбщаго наибольшаго дѣлителя для коэффиціентовъ, затѣмъ 
приписываютъ къ найденному дѣлителю всѣхъ общихъ буквен-
ныхъ мноя«ителей данныхъ выраженій. 

Задачи: 784. ab, be. 785. 8acd2, 9c2d. 
786. 4x3y5, 22x5y3. 787. 12*2 jyV, 16х4у%8, 8x6y7z. 
788. ЗЬаУе3, 4 . 9 Л У , 1 4 a W . 
789. 3 6 a W d , 24аѢ3с\ 6a2b2c. 
790. 144anbr\ Ь4а2пЬ2м, 36a3nbul. 
791. 32x2nb2m~1, 48xn+lbm+^, Ъ4хѢт. 
792. 18anbm+b, 21ап+Чт+3 , 3 6 a ^ b ^ K 
793. 14xr-3yP+^zn, 21xr~1yp+3z"~2. 
794. 8(* +y),i2(x + v)2. 
795. 21a42(c — d)3, 48a2bs(c — df. 
796. a3 - f 3c, 
797. 16a832 — 1 2 Л 2 3 , 



798. 

800. 

802. 

804. 

806. 

808. 

810. 

812. 

814. 

816. 

818. 

/18а2£8 _ і б а Ч 2 . 
\12 аЧ2 — Ua2bc. 
facs — be5 — с7. 
(3 be2 -j- с4. 
(12 аьх4 + 2 а2х'°. 
118ab2x 4- 3Ь2х2. 
(7а2 4- 7ab. 
[а2 — Ь2. 
(а2 4- 2а + 1. 
[а2 — 1. 
(бас 4- ЮЬс + 0 a d + lbbd. 
\6 с2 + 9 cd — 2с — 3 d. 
(а2 4 - 2а — 3. 
\а2 4- 5а 4- 6. 
/2п 3 4- 3п2 4- п. 
\п3 — п2 — 2 п. 
\х4 — у4. 
\я2 — 2 ху -j-y2. 
(а5 — 2 а4 — 24а8. 
\а4 — 4 а 8 — 32а2. 
(а8 4 - 11я2 + 28а. 
а 8 4 - За2 — 10а. 

[а4 — 9а8 4- 14а2 

(а4 4- 4а8 — 12а2. 

799. 

801. 

803. 

805. 

807. 

809. 

811. 

813. 

815. 

817. 

819. 

Ь)2 

[а* 4 
[2bx — сх. 
/21 аѢ2с — Sabh2. 
\\ba2b2c 4- 3 а Ѣ 4 с 2 - 12ab2c. 
/6ax -Ь 9 bx — 5*2. 
\12adc 4- 18bde — IQcdx. 
fas 

\(a 
(ac 4- bd 4- ad 4- be. 
\af + 2 bn 4 - 2an 4- bf. 
/а8 — 2а2. 
\а3 — 4а2 4 - 4а. 
fl — а2. 
1(1 - а)2. 
(a2jrb2-\-c2-\-2ab-\-2ac-\-2bc. 
(а2 — b2 — с2 — 2 be. 
\12а2 4 - Ь а — 3. 
1 6 а 2 4 - а — 1. 
(х2 + ху — 2у2 

)х2— ху — 6у2. 
(л2 — 2 ху — 8у2. 
(аъ — 11а4 4- 28а8. 
{а4 — 12 а8 + 32а2. 
(а8 4 - 2а2 — 24а. 

Г Л А В А I X . 

На^ожденіе наименьшаго кратнаго. 

§ 88. Одно алгебраическое выраженіе называется кратнымъ 
другого, если оно дѣлится на него безъ остатка. Кратнымъ же 
двухъ или нѣсколькихъ алгебраическихъ выраженій называется 
такое количество, которое дѣлится на данныя выраженія безъ 
остатка. Такъ, для выраженій: 4ab2 и 6а2Ь кратнымъ будетъ: 

12аЧ2, или 24аЧ 2 , или 12а3£2 и. т. п. 

Бели мы одно изъ этихъ кратныхъ выраженій станемъ 
умножать на какія-либо количества, то у насъ получатся новыя 
кратныя для данныхъ выраженій. На основаніи этого мы можемъ 
заключить, что два или нѣсколько алгебраическихъ выраженій 
имѣютъ безчисленное множество общихъ кратныхъ. 



§ 89. Общимъ наименьшимъ кратнымъ*) двухъ или нѣсколъ-
кихъ алгебраическихъ выраженій называется то изъ общихъ крат-
ныхъ для нихъ, которое въ своемъ составѣ содержитъ наименьшее 
число простыхъ множителей. 

Такъ, для выраженій: 4ab2 и 6 а Ч наименьшимъ кратнымъ 
будетъ 12 а2Ь2. 

Для вырая^еній (а + Ь)2 и а2 — б2 наименьшее кратное 
=(а + Ь)2(а — Ь) = я8 + аѢ — ab2 — b8. 

Правило: Чтобы найти наименьшее кратное двухъ или 
нѣсколькихъ алгебраическихъ выраженій, надо сперва данныя 
выраженія разложить на множителей, потомъ взять множителей 
одного изъ данныхъ выраженій и приписать къ нимъ недо-
стающихъ множителей изъ другихъ выраженій, — затѣмъ пере-
множить ихъ. ' 

Примѣры: 1) 16 a2bcz\ 12 аЧ2с. 
16аЧс* = 2.2.2. 2аЧсв; 12аЧ2с = 2.2. 3аЧЧ. 

Наименьшее кратное = 2 . 2 . 2 . шЧс3. ЗаЬ = 48аЧ2съ. 

2) я2 — Ъ2 и а2 + Ъ2 — 2ab. 
а2 — Ь2 = (a - f Ь)(а — Ь); (а2 + Ь2 — 2я6) = (я — б)2. 

Наименьшее кратное = (я 4" Ь){а — Ь)2 — я8 — я2£ — я£2 4- Ь3. 

(х2 — 1х + 12 = (х — 8)(* — 4); 
3) — 4* 4- 3 = (* — 1)(* — 3); 

U2 — 5* 4- 4 = (х — 1)(* — 4). 
Наименьшее кратное =(х — 3 ) ( * — 4 ) ( * — 1) = х3 — 8* 2 + 19*—12. 

Замѣчаніе. На практикѣ для одночленныхъ выралгеній 
наименьшее кратное находятъ такъ: сначала отыскиваютъ наи-
меньшее кратное для коэффиціентовъ, затѣмъ прттсываютъ 
къ нему всѣхъ буквенныхъ множителей данныхъ выраженій съ 
ихъ наибольшими показателями. 

§ 90. Разсмотримъ нѣкоторые частные случаи нахождения 
наименьшаго кратнаго. 

1. Данныя выраженія не имѣютъ общихъ дѣлителей; напр.: 
1) ЬаЧ и 4cd2 . 

*) Общее наименьшее кратное для буквенныхъ выраженій нельзя смѣ-
шивать съ наимепьшимъ кратнымъ для чиселъ, подобно тому, какъ нельзя 
смѣшивать буквеннаго общ. наибольш. дѣлитѳля съ численнымъ. 



Наименьшее кратное для нихъ = 3аЧ . 4cd 2 = 12a2bcd2, 
т.-е. равняется ихъ произведенію. 

2) е 
З2 = (а + 3)(а — 3); 
d2 = (с + d){c — d). 

Наименьшее кратное = (а + 3)(а — b)(c + d)(c — d) — 
— (а2 — b2){c2 — d2), т.-е. равно произведенію данныхъ выраженій. 

Отсюда мы выводимъ правило, что наименьшее кратное для 
выраженій, не имѣющихъ общихъ дѣлителей, равно произведенію 
данныхъ выраженій. 

2. Одно изъ данныхъ выраженій 
остальныя; напр.: 18asb2c, ЬаЧ2 и 
дѣлится на 6а2Ь2 и 9аЬЧ, то оно и 
для данныхъ выраженій. 

дѣлится безъ остатка на 
9ab2c. Такъ какъ 18я332с 

есть наименьшее кратное 

Задачи: 820. 16а, 243. 
483Ѵ 2 , 36аЧъс\ 60ab6. 
Uabxy, 49a2b2x, 21 аЧх3. 
ВЬаЧ3х, 18ab2x, 6а2х. 
Bab, 4cd, Ьт. 
lQx2y, 2Ьху2, 20ху. 
14а'п+1Ь, 28a'n~ lb3, Bbab"1. 
18 a3b(c — g), 12 ab2(c — g). 

\a2 — b2. 
{a + b. 
2a4- + 2аЧ. 
2a3b — 2a4. 
a* _ аЧ2. 
ab — be + ac — a2, 
be + ac — ab — с2. 

jx2 — * + 1. 
{* + 1. 
U 8 + 1 . 

qjj /24ax'° + 4ax4y. 
\lbax4y — B0ax3y2. 
Iх* — 3 x — 1 0 -
^ s __ 5x2 20. 

822. 
824. 
826. 
828. 
830. 
832. 
834. 

836. 

838. 

840. 

842. 

821. аЧс, ab2c2. 
823. 16аЧх, 12 ab4xy, 18 аЧху4. 
825. 20a23, 30ab2, 40a63s. 
827. 180*4jy, 2Q*8jy, 45*2. 
829. 15a*, Ibny, lb. 
831. 12a" , 3a"-1 , 4a"- 2 . 
833. (a + b)d2x, {a + b)xy. 
835. (a + 3)(c —</), (a—b){c—d). 

(a2 — b2. 
• \a3 — b3. 837 

\m' 
839. \m2 — n2. 

-j- 2mn + n2. 

841. { 

843. 

845 

847 

\m2 — 2 mn + n2. 
2 a +23 + 4. 

2 + 2 ab + 32 + 2 a + 23. 
— 3s. 

r - 3. 
\a2 + a3 + 32. 

" + 2a2 + a + 2. 
a3 + 2a2 — 9a — 18. 

{a 

(a2 + 3 a + 2. 
• \a 2 + 5a -j- 6. 

Г Л А В А X . 

Ялгебраическія дроби. 

§ 91. Опредѣленія. Мы видѣли, что при дѣленіи алгебраи-
ческихъ выраженій частное большею частью изобраяхается въ 



видѣ дроби, числителемъ которой служитъ дѣлимое, а знамена-

телемъ — дѣлитель. Такъ, а : b — (a - f b) : (a — b) — 
b a—b 

Выраженія: 11 ~ ~ называются дробными или алгебраической 

дробью. Главное различіе между алгебраической и ариѳмети-
ческой дробями заключается въ томъ, что въ послѣдней числи-
тель и знаменатель суть цѣлыя 'положительный числа, между 
тѣмъ въ первой они могутъ быть: цѣлыя и дробныя, поло-
жительныя и отрицательныя. Таковы, напр. дроби: 

— ° > 3 6 4 > 6 _ 

0,75' 4^01* —0,0(6)' 

Алгебраическія дроби бываютъ одночленныя и многочленным. 
Одночленными называются такія дроби, въ которыхъ числи-

тель и знаменатель суть одночлены. Таковы, напримѣръ, дроби: 
Ва а2 

- Г , —5 И Т. П. 
4 b х2 

Многочленными же называются такія дроби, въ которыхъ 
числитель или знаменатель, или оба вмѣстѣ, суть многочлены. 

а — £ а . а + b Таковы, наирим.: 
'а — V с — d' 

§ 92. Главное свойство алгебраическихъ дробей. Вели-
чина дроби не изменяется, если числителя и знаменателя по-
множимъ, или раздѣлимъ на одно гі то же количество. 

Положимъ, что мы имѣемъ дробь докая^емъ, что вели-
чина ея не измѣнится, если мы а и b помножимъ на какое-
нибудь количество т , т.-е. докажемъ, что 

а ат 
b bm' 

Пусть частное, полученное отъ дѣленія а на b, равно 

какому-то количеству q, т.-е. пусть = q. Такъ какъ дѣлимое 

равно дѣлителю, помноженному на частное, то а — bq. 
Помноживъ обѣ части этого равенства на т , получимъ 

am = bqm = bm .q. Раздѣливъ обѣ части послѣдняго равенства 
на bm, получимъ: 

am 
bm 



тт . а ѵ am а х Но. по условно, - j — q\ следовательно, т— — т> т а к ъ какъ двѣ b bm b 
величины, равныя порознь третьей, равны между собою (§ 27,1) . 

Такимъ же образомъ можно доказать, что величина дроби 
не измѣнится, если числителя и знаменателя ея раздѣлить на 

а ' т а 
какое-нибудь количество, т.-е. что ~ — = т . 

b : т b 
§ 93. На предыдущемъ свойствѣ дробей основывается: 

1) перемѣна знаковъ у членовъ дроби, 2) сокращеніе дробей и 
3) приведете дробей къ общему знаменателю. 

§ 94. Перемѣна знаковъ. Если мы числителя и знаме-
нателя какой-нибудь дроби умножимъ на: — 1, то величина 
дроби не измѣнится, только измѣнятся знаки у ея членовъ на 

обратные. Напр.: 1) = 2) ~ - | = = | ; 

,—а-\-Ъ а — b а — Ъ —1 _ 1 _ 1 
— ~ — Г . ^ — „ I .. = Г. I 4) х—у —х-\-у у — х' х — а —х-\-а а — х' 

І І р и м ѣ ч а н і е . При перемѣнѣ знака у одного изъ членовъ 
дроби измѣнится знакъ и всей дроби; такъ: 

— а _ а . # # 

На этомъ основаніи можно измѣнять знаки у одного изъ 
членовъ дроби и у всей дроби; напр.: 

— а а —я> а — b Ъ — а _ а — b 
b b —b' с-j-d с -f- d —с — d 

§ 95. Сокращеніе дробей. Сокращеніе дробей основы-
вается на томъ свойствѣ, что величина дроби не измѣняется, 
если числителя и знаменателя ея раздѣлить на одно и то же 
количество. 

Правило: Чтобы сократить алгебраическую дробь, надо 
числителя и знаменателя ея раздѣлить на ихъ общаго наиболь-

6 аъЬ2 

наго дѣлителя. Положимъ, что мы имѣмъ дробь 

3 а 
Раздт-яивъ члены ея на 2а262, получимъ т.-е. получимъ 

;:роі"'Т», тлены которой представляютъ выраженія взаимно простая. 
~ _ 16abd 2ad . „ 
Лримѣръі: 1) — • ц = (сокращ. на 8а4). 



2 ) = Е ( с о к Р а щ - н а 

При сокращеніи многочленныхъ дробей сначала числителя 
и знаменателя разлагаютъ на множителей для обнаруженія ихъ 
общаго наибольшаго дѣлителя и затѣмъ поступаютъ попреды-
дущему. 

4) 
1 2 а с — 15ad За(4с — 5 d ) 4с — bd , 
Ibac + 12ad~3a(oc + 4 d ) ~ be + 4d (C°KP' Ha 

6a2—9ab 3a{2a — 3b) 3 r _ л , ч 1 

0) ІЬЫ-ПаР = lab(2a-U) = Tb ^ Ha я(2я ~ 

„. х* + 18х+4Я (x + 6 ) (x + 7) x + 7 , ' , 
6) x* — x - - 4 2 = ( * + 6 ) ( * - 7 ) = tCOKP- с + в)]. 

§ 9(>. ПриведенІе дробей къ общему знаменателю. При-
в е д е т е дробей къ общему знаменателю основывается на томъ 
свойствѣ, что величина дроби не измѣняется, если мы числителя 
и знаменателя умножимъ на одно и то же количество. Возь-
мемъ дроби: 

За ЪЬ 2 с 
2Р' 4а* ЗаЬ' 

Найдемъ наименьшее кратное для знаменателей данныхъ 
дробей; оно равно 12а2Ь2. Затѣмъ раздѣлимъ послѣдовательно 
это наименьшее кратное на знаменателей данныхъ дробей и на 
полученныя частныя помножимъ соотвѣтственно числителя и 
знаменателя, каждой дроби; получимъ: 

За _ За . 6а2 _ 18а3 

2Ь2 ~ 2b2. 6а2~12а2Ь2' 
5b _ 5Ь . 3Ь2 __ ІЬЬ3 

4а2 ~4а2 . 3b2 12а2Ь2' 
2с 2; . 4ab 8abc 
ЗаЬ ~ ЗаЬ. 4ab ~~ 12а2Ь2' 

т.-е. получили, что всѣ дроби имѣютъ одинаковыхъ знаменателей. 

Изъ этого мы выводимъ правило: Чтобы привести дроби къ 
общему знаменателю, надо найти наименьшее кратное для зна-
менателей данныхъ дробей и затѣмъ помножить оба члена 
каждой дроби на частное, полученное отъ дѣленія наименьшего 
кратнаго на знаменателя соответствующей дроби. 



Замѣтимъ при этомъ, что количества, на которыя умнояіа-
ются оба члена каждой дроби при приведены ихъ къ общему зна-
менателю, называются дополнительными множителями. Таковы, 
напр., въ предыдущемъ примѣрѣ для первой дроби 6а2, для 
второй 3Ь2, для третьей 4ab. 

Поэтому правило приведенія дробей къ общему знаменателю 
можетъ быть выражено такъ: чтобы привести дроби къ общему 
знаменателю, надо оба члена каждой дроби умножить на соот-
вгьтствующаго дополнгітелънаго множителя. 

Примѣры: 1) 

Наименьшее кратное = 24ax2y2. 
Дополн. множит, для 1-й = Зау; для 2-й = 4ах; для 3-й = бху2. 

а 3 а2у ¥ b 4 abx ѣ с 6 сху2 

8х2у ~ 24ах2у2 ' 6ху2~~ 24ах2у2 ' 4ах~~~ 24ах2у2 

Если требуется привести къ общему знаменателю много-
членный дроби, то сперва надо разлояшть знаменателей на мно-
жителей, затѣмъ найти наименьшее кратное и поступать далѣе 
попредыдущему. 

1 О Q 
2) х2—4' х2 — 4 * + 4' 2х + 4 

Разлояѵимъ знаменателей на множителей: 

*2 — 4 = ( * + 2) (х — 2), 
х2 — 4 * + 4 = ( * — 2)2, 
2 * + 4 = 2(* + 2) 

дополн. множ. = 2 (х —2); 
„ = 2 (* + 2); 

(х — 2)2 

Наименьшее кратное = 2 ( * + 2) (х — 2 ) 2 = 2 * 3 — 4 * 2 — 8 * + 1 6 . 

1 _ 2(х — 2) _ 2х — 4 
х 2 — 4 (х2 — 4) 2 (х — 2)~~2х3 — 4* 2 — 8* + 16 ' 

2 _ 4х + 8 
* 2 — 4 * - | - 4 2* 3 — 4 * 2 — 8 * + 1 6 ' 

3 _ З*2 — 1 2 * + 12 
2 * + 4 2 * 3 — 4 * 2 — 8 * +16* 

пг п q 

Наименьшее кратное = (а + Ь) (а — Ь) = а2 — Ь2. 
Дополн. множ. для 1-й = а — Ь, для 2-й = а + Ь, для 3-й = 1. 

т та — тЪ t п па + nb q 
а~+!) а2— Ь2 ' Ъ~ а2 —Ъ2' 



§ 97. Если знаменатели дробей суть выражевія взаимно 
простыя, то наименьшее кратное для нихъ равно ихъ произве-
дение (см. § 90, 1), а дополнительные множители для каждой 
дроби равны произведенію остальныхъ знаменателей. Слѣдова-
тельно, чтобы привести такія дроби къ общему знаменателю, 
надо числителя и знаменателя каждой дроби помножить на про-
изведете остальныхъ знаменателей. 

„ у н ѵ а Ъ с апр Ътр стп Примѣры: 1) —, —, — * г 

2) 

wC гі р' ш/ тпр' тпр' 
a b c а{а — b)(cd) 

a + V а — V с + d' {а + b)(a— b)(c + d)' 
Ь(а + Ь){с + d) с(а + Ь)(а — Ъ) 

[a + b){a—b){c + d)y (a -f b){a —b)(cd)' 

§ 98. Чистыя и смѣшанныя дроби. Дробныя выраженія, 
въ составъ которыхъ не входитъ слагаемымъ или вычитаемымъ 
цѣлое количество, называются чистыми дробями; таковы, напр.: 

а а х —у 
b b —j— с а —{— b 

Выраженія же, представляющія сумму или разность цѣлаго 
количества съ дробью, называются смешанными дробями; та-
ковы, напр.: 

, а — b 1 
а + т—,—; х т. 

b + с а — b 
Всякую смѣшанную дробь можно представить въ видѣ 

чистой. Для этого надо цѣлое количество помножить на зна-
менателя дроби и къ произведенію придать или вычесть числи-
теля, ' затѣмъ подъ полученнымъ результатомъ подписать 
прежняго знаменателя. 

тт х 1 \ . b а с b 
Примѣры: 1) а-{- — = — 1 — . 

С с 
ab2 (а2 + ab) (а—b) -j- ab2 аъ 

2) a2 + ab + 
а — b а — b а — Ь' 

Иногда, наоборотъ,А полезно чистую дробь обратить въ 
смѣшанную. Для этого надо раздѣлить числителя на знамена-
теля и къ полученному частному придать дробь, знаменатель 
которой оаЪнъ..;знаменателю прежней дроби, а числитель 
остатку, полученному при дѣленіи; затѣмъ, если возможно, 
дробь сократить. 

тт х -.х 3a*b-\-cd . . cd Примѣры: 1) = ы + 



2) 
15а8 — ІаѢ — 4 ab2 

= 5 a 

848. 

850. 

852. 

854. 

856. 

858. 

860. 

862. 

864. 

866. 

868. 

870. 

872. 

874. 

876. 

878. 

8S0. 

882. 

884. 

3a2 — 14 ab — 5b2 

21ab(3a + b) 5a + 

63 a2b + 21 ab2 __ 
3 a2 — 14ab — 5 b2 ~~ 

21 ab 
{a—5b) (3a + b) 

= 5a-j-
•5b' 

Задачи. 
аѢ2 

аѢ3' 
18 a 2 

9b2d 
46 аѢ 
23 аѢ'1' 
144 b2x3y 
180abx2y' 
36a56 
81 аѢ2' 

~ 6 ancn 

8 {a + x) 
12b(a 4 - x)' 

64(a + b)3 

Сократить дроби: 

Ща + Ь)й(а—ЬУ 
a2b(a—jy)2(a—x) 
ab\a—y) (a—x)2' 
16a 4- 8b 
24 a+lbb' 
ax 4 - x2 

2 bx — cx' 
ab — b2 

ac — be 
12а3х4-[-2а2хъ 

18a6 2 * - f36 2 * 2 ' 
3 ax — 3x2 

lQab •10 bx 
4a2 4 - 4a 

9ab — 9a2b — 9b' 
28a4 — 16a2b2 4 - 4 a V 

3ba2bn — 20b"+2 + bbn x8' 
ac 4 - ad 4 - be 4 - bd 
ac 4" ad — be — bd' 
x2 — xa 4- xb — ab 
хь 4 е bx2 4- ax 4- ab' 
ac -j- bd -j- a,d -j- be 
af -\-2bx-\-2ax-\-bf 

849. 

851. 

853. 

855. 

857. 

859. 

861. 

863. 

865. 

867. 

869. 

871. 

873. 

875. 

877. 

879. 

881. 

883. 

885. 

_6_ 
3a8* 
18 a2b2x 
24 a3bxe' 
16 asbxi 

48ab4xT 

88 abx2z 
121 a2xz2' 
16 аѢп 

18a" b2' 
63 a"~2c4 

81anc"+2 ' 
16(a 4- bf 

36(a-\-b)(a— b)' 
32(a2 4- b2)3(x — y) 
48(a2 4- b2)2(x—y)2' 
a2(a — by (c — d)n~2 

ab{a — by~\c — dy ' 
a2 4~ ab 
ac 4- ab' 
ac —bes —, 

3be3 4- c4 ' 
14a2 — 7 ab 
lOac — 5 be 
9 a3b — 6a2£2 

12a2b2 — 8ab3' 
4a2 — 3a 4- 1 
4a8 — 3a2 4- a 
112a3x 4- 24abx 80 acx 
126a2bc 4 - 21b2c — 90be2 

6ac 4- 9be — 5c2 

\2adf 4" 18bdf-
a 2 4 -ax — a — 

IQcdf 

1 
a2 4~ ax 4- a 4 - x • 
ab —, 2a 4- 3b — 6 
ab-2a — 3b-\- 6' 
6ac + lObc 4- Sad+lbbd 

6c2 4- 9cd — 2c— 3d ' 
6* 



ойл ах — bx ООІЧ bx 4- by 886. - s r=-. 887. о I 0 , 5-аг — b схг -j-2 cxy 4- cy* 
ggg ^ ggg 4a2 J-

a 2 * — a^y 4~ x—y' ' 4a2 — 4a 4" 1" 
fion Ьа2 + 5ах O Q 1 5a2 — 20 

a*-x2 ' 8 9 L 7 a 2 ~ 14a• 
892 8 x 3 j > 2 ~ 3 x . 893 4 * 2 — 2xy 

6xy2 — 6\y' ' 4* 2 — 4xy -\-y2' 
ecu ad — b6 g* 4- a 3 — a — 1 

4a(a + 3)(a2 — аЗ + З 2 / a 4 — a3 — a + 1 * 
896 12a2 4- 8ab as — b3 

9a2 + 12ab + 4b2' ™ ' a2 — Ь* 

т. m * ^ - ± 1 . 

ш «• + (« + i f r , + У 9 0 L + + y 
a — У Xе — y& 

902. ^ 2 x ~~ 6 903 + 6 * 4- 5 
л;2 4" Ьх 4" 6' ' x2 — 4x — 5* 

Q04. + a b ~ па- a2 — 2 a — 24 
з ^ 4 . 23 2 ' й2 4 - 1 0 a 4 - 2 4 ' 

QrtA ^ 2 + 4 * — 5 5 a 2 4 - 2 6 a — 2 4 
y o b - ** + - 3" За2 + 16a - 12-
908. „ « Ѵ Т - 1 909. 

2a3 4- 2 a — 1' ' n2—4^4-4' 

910. + 2 * — 3 9 1 1 - l—4x3 + 3x* 
x2 4- 5 * + 6' ' (1 — x)2 ' 

q-io, 9 * 3 4 - 54* 2 — 3 * — 1 8 2* 3 4- * 2 — 8 * 4- 5 
X» 4- u * 4- 30 • 7 * 2 — 12* 4- 5 • 

914 + 9 1 5 a3b3 + с8*3 

*3 — x2 — 2x ' a2b2 — c2*2' 

Привести дроби къ общему знаменателю: 

пол 3х 5а 1 1 1 
«З'З2 1 ' Ш'Ш'аЬ? 

922 ~ A про ЗаЗ 4а 73_ 
' Ь2с2' а2с2' а2Ь2' 16х2у3' 15* V 2 0 * 2 / 

924. ™ J U L J L 925 J L -
832*2 ' 9a 2* 2 ' 18*2 ' 213*2;' 143** ' 2 * Ѵ 

926. - * _ J L _ 5 007 
4 a 2 3 V ' 8a83w' 1 2 а З Ѵ 4a23c' баЗѴ 8аЗс2' 

9 2 8 - Т 929. а, 930. с, Л 931. 3, 



932. 

934. 

936. 

938. 

940. 

942. 

943. 

945. 

947. 

949. 

951. 

953. 

955. 

957. 

959. 

961. 

963. 

965. 

967. 

969. 

1 1 
(a—by а—b' 

п т 
(ш — nf (т — п)(а — Ь)' 

а 1 а 
х 4-у х-— у X 

b с а 
х — Ѵ х3 — 1' * 2 4 - * 4 - 1 

3 4 5 
at — bv a2 + b2' a2 — b2' 

1 2 

933. 

935. 

937. 

939. 

941. 

(a + b)6' (a + b)2(a — b)' 
1 1 

X2—У x-\-y' X —у 
1 _c 

a + V a — b'd' 
1 2 3 

xb yV x у x2 Xy 
a b c 

x24-4*43' x2—2' x2+x—6' 

а2 + 4а+ 3' а2 —За —4' a2 —a — 12' 

Обратить смѣшанныя дроби въ чистыя: 

Ъ 
- + І 

. 1 
X ч . 

X 
р + 1 — ab2 

944. а 

946. л — 
л 
х 4~ ab2 

« + 

1 — 

а 
b — а 

2 * 
1 

1 — х 

Ь2 — а2 . 
— — h а. 

а 
х + у — 

948. ab 

950. а 

952. 1 

954. а 

b 
a-\-b 

4 * 

_ J L _ 
x-fl' 
a2 4- b2 

x — у 
— a2 + ab + 2b2 

2ab + a2 4- 62 

3 , + e * + « £ = * £ 

+ 2. 

956. * , ^ — x + l . 
x 4-у 

оке 4ab-j-3b2 + a2 

2ab + b2 4 - a2~2' 

960. a - 1 4 - 3 a ~ 2 

962. 3 a 2 — 1 — 

a — 2' 
За3—2a2 —a 

a2+ ab + b2 + 
и • 

1 4- a 4 - a2 4- a3 4 

b3 

964. 1 + й + Д 2 4 Г " — • 1 1 ' 1 — a 

966. 1 4 - я + я 2 + . . . 4" я" 4-

Обратить чистыя дроби въ смѣшанныя: 

a3 + b 

х" -х—1 
X2 

968. х2 — 2 ху + j y 2 

х 
2а3 — 3аѢ 4- b3 



6 а3 - f 15 аѢ — b2 

За2 

а2 — Ъ2 

а2 + Ъ2' 
х3 + 7л;2 13* — 51 

х2—2х 

972. 

974. 

а 2 + Ь2 

а2— Ь2' 
а^ + Ь* 
а -f- b ' 

Г Л А В А X I . 

Дѣйствія съ дробями. 

§ 99. Сложеніе и вычитаніе дробей. При сложеніи и 
вычитаніи дробей могутъ быть два случая: 1) сложеніе и вычи-
таніе дробей съ одинаковыми знаменателями и 2) сложеніе и 
вычитаніе дробей съ разными знаменателями. 

I. Положимъ, что требуется сложить двѣ дроби «Д и с/Ъш 

Пусть а/ъ — р и «Д = q\ тогда а — bp . . . (1), с = bq . . . (2). 
Сложивъ почленно равенства (1) и (2), получимъ: а + с — bp + 
-{- bq == b {р - j- q). Если мы обѣ части послѣдняго равенства 
раздѣлимъ на b, то получимъ 

сі с 
Но р + q — слѣдовательно 

а с а-\-с 

т.-е., чтобы сложить дроби съ одинаковыми знаменателями, надо 
сложить числителей данныхъ дробей и подъ полученнымъ резуль-
татомъ подписать ихъ обш,аго знаменателя. 

Вычтя почленно изъ равенства (1) равенство (2), получимъ 
а — с = Ь (р — q)\ откуда 

а — с а с 
— Р - q =Ъ~у 

т.-е., чтобы произвести вычитаніе дробей съ одинаковыми знаме-
нателями, надо изъ числителя первой дроби вычесть числителя 
второй дроби и подъ полученнымъ результатомъ подписать общаго 
знаменателя. 



Примѣры: а% • Ь2 с2 _ а2 + b2 

1) 

2) 

X X' 

a а — с а—2с a -j- {а—с) — (а — 2с). 
Ъ^ Ь Ъ Ь 

а + а — с — a-{- 2с a - f с 

П р и м ѣ ч а н і е . Особенное вниманіе надо обращать при 
вычитаніи многочленныхъ числителей, чтобы искомый резуль-
татъ былъ вѣренъ. Надо помнить правило, что при вычитаніи 
многочленовъ приписываются в с ѣ члены вычитаемаго съ обрат-
ными знаками (см. 2-й примѣръ). 

II. Если данныя дроби имѣютъ различныхъ знаменателей, 
то при сложеніи или вычитаніи сперва надо привести дроби къ 
общему знаменателю и затѣмъ поступать попредыдущему. 

Примѣры: 

а , Ъ с __az . by сх az -f-by — сх 
ИГ.т"~ ггт—— + 

2) 

ху xz yz xyz xyz xyz xyz 
2a -f 3b 3a — 2b__bb(2a -f Щ— 4а{Ъа — 2b)_ 

12 a ~ Ibb 60 ab 
_jL0ab + Ibb2 — 12a2 -j- 8ab_18ab + Ibb2 — 12a2, 

60 ab 60 ab 

_J>ab -\-bb2 — 4a2 

20 ab 

§ 100. Умноженіе дробей. При умноженіи дробей могутъ 
быть слѣдующіе случаи. 

1. Умноженіе дроби на дробь. Положимъ, что намъ надо 
а с а с 

дробь £ умножить на у Пусть -у = q и ^ == р, тогда a—bq и 

с —dp. Перемноживъ почленно два послѣднія равенства, полу-
чимъ ас = bdqp. Если мы обѣ части этого равенства раздѣлимъ 

CtC (X с 
на bd, то получимъ ^ = qp. Но qp ~ — слѣдовательно, 

а с ас 
Ъ' Т~Ы 

т.-е., чтобы умножить дробь на дробь, надо отдельно перемно-
жить числителей и знаменателей данныхъ дробей и первое про-
изведете поставить числителемъ, а второе знаменателемъ; затемъ, 
если возможно, надо сделать сокращеніе. Напр. : 



ЗЬаЧс 2 5 r W 2 _ 36аЧс . 2 5 r W 2 . __ Br2 

2brx2d*' 2 4 a W 2ЬгхЧ* . 2 4 e W ' П ° с о к Р а і Ч е н т — 

При умноженіи многочленныхъ дробей полезно преяаде 
числителей и знаменателей данныхъ дробей разложить на 
множителей. Напр.: 

ab2 — Ъу а3—ab2 _Ь\а — 1) .а{а + Ь){а — Ь)__а — Ъ 
а'2 + аб 2(ab2 — b2) а{а + b) . 2b\a — 1) 2 

2. Умноженіе дроби на цѣлое количество. Пусть требуется 

j умножить на т. Такъ какъ всякое цѣлое количество можно 

представить въ видѣ дроби, числитель которой равенъ единицѣ, то 

а а т ат 
у т = - у 1 = ~ь> 

т.-е., чтобы умножить дробь на цѣлое количество, надо числи-
теля умножить на цѣлое количество и подписать подъ полу-
ченнымъ результатомъ знаменателя данной дроби. Напр.: 

ѵ 3а2х о А 8 За2* . 8Ьтъ Ва2тх 
1 } 4 0 Ш 2 ~~ 40£4ж2 

В. Умноженіе цѣлаго количества на дробь. Пусть требуется 
а 

умножить * на 
b 

Разсуждая попредыдущему, найдемъ, что 
а * а ха 

т. е., чтобы умножить цгълое количество на дробь, надо цѣлое 
количество умножить на числителя и подъ произведеніемъ под-
писать знаменателя данной дроби. Напр.: 

2х Ва2Ъ . 2х 2х 
ВаѢ. ЫѢ2~ 9аЧ2 Bab' 

4. Умноженіе смѣшанныхъ дробей. Чтобы умнояшть смѣ-
шанныя дроби, надо сначала ихъ обратить въ чистыя и затѣмъ 
поступать попредыдущему. Напр.: 

/ і а \ —^ а ^ — ^ — а — ^ — а ь 1 — 
а)'\ ab—b) а ' ab—b а а' 



Слѣдствія . 1. Произведете нѣсколькихъ дробей равно 
дроби, числитель которой равняется произведенію числителей 
данныхъ дробей, а знаменатель — произведенію знаменателей 
тѣхъ же дробей. Напр.: 

ас е g aceg 
7>'d'J'~h~~bdf~ti 

2. Чтобы возвести въ какую-нибудь• степень дробь, надо 
отдгълъно возвести въ эту степень числителя и отдѣльно зна-
менателя. Напр.: 

( а\ъ а а а а а _аь 

§ 101. Дѣленіе дробей. При дѣленіи дробей могутъ быть 
тѣ же случаи, что и при умноженіи. 

1. Дѣленіе дроби на дробь. Пусть требуется дробь 
а с а с 

раздѣлить на Положимъ, что = д и = р. Тогда 

а = bq . . . (1) и с = dp или dp = с . .. (2). Перемноживъ по-
членно равенства (1) и (2), получимъ: 

adp = bqc. 
Раздѣливъ обѣ части послѣдняго равенства наpbc, получимъ: 

ad а с 

т.-е., чтобы раздѣлить дробь на дробь, надо числителя первой 
дроби помножить на знаменателя второй дроби и знаменателя 
первой дроби на числителя второй дроби, и первое произведете 
поставить числителемъ, а второе знаменателемъ частнаго; затѣмъ, 
если возможно, надо сдѣлать сокращеніе. 

Примѣры: 

1Ы2Ъ . 9a2b2 _ 18аѢ . І І с У _ 2с 
' bbc2d2' llc*d~ bbc2d2. 9аѢ2 ~~ bbd' 
ч * 2 4 - 3 * + 9 . — 27 _ * 2 + 3x + 9 . (x — 3) Q 2 + 3x + 9) __ 
} x4—3x2+9 ' xQ + 27 ~~ — 3* 2 - f 9 ' (x2 + 3) (x4 — 3x2 + 9) ~~ 

_ + 3 x + 9) (x2 + 3) (x4 — 3* 2 + 9) _ * 2 4 - 3 ' 
~~ (x 4 — 3x2 + 9 ) ( x — 3) (x2 + 3x 4- 9) x — 3' 
2. Дгьленіе дроби на цп>лое количество. Пусть требуется 

CL 7fl 
^ раздѣлить на т . Такъ какъ т == у , то 

а а, m а 
b b'1 bm 



т.-е., чтобы раздѣлить дробь на цгълое количество, надо знамена-
теля дѣлимаго умножить на дѣлителя. Напр.: 

6 * У . w = 6* 2 . г 3 = J y _ . 

Ьа -У Ъа. 4х3у2 Юах 
3. Дѣленіе цѣлаго количества на дробь. Пусть требуется 

х раздѣлить на 

Разсуждая попредыдущему, найдемъ, что 
а х. а xb 

т.-е., чтобы разделить цѣлое количество на дробь, надо дѣлимое 
умножить на знаменателя дгьлителя и подъ произведеніемъ под-
писать числителя дп>лителя. Напр.: 

п . 6 * У _ - _ - ^ у 
' ЬаЪ2 ~ 6хУ ~ Зх • 

2) а2х2: 
2 2. а8х а2х2(а — 1) х(а — 1) 

а — 1 аьх а 

4. Дѣленіе смѣгианныхъ дробей. Чтобы раздѣлить смѣ-
шанныя дроби, надо обратить ихъ в ъ чистыя и затѣмъ посту-
пать попредыдущему. Напр.: 
1 /й I д2\ А I ас-\-а2, ab ~\-Ъс а{с + а). Ь(а -f- с) 

^ \ с)' \ а) с ' а с ' а 
а2(с -f- а) а2 

bcic -j-a) be 

(л 2ab \ (л 2ab \_a2 + b2 — 2ab.a2 + b2 + 2ab_ 
2) a2 + b2)' V a2 + b2)~ а2 + Ь2 ' а2 + b2 ~ 

_ (a2 -j-b2— 2ab) (а2 + b2) _ а2 + Ь2 — 2ab __ (а — Ь)2 

~~{a2 + b2 + 2ab) {а2 + Ь2)~ а2 + Ъ2 + 2ab~ (а + bf 

§ 102. Рѣшимъ нѣсколько задачъ на дѣйствія съ дробями. 
Упростить выраженія: 

1) (*+У . *2 +У\ . / * 3 — у 3 _ у\ 
\х—У х2 —у2/ ' \*8 +yS х +у/ 
Чтобы упростить это выраженіе, опредѣлимъ прежде, чему 

равняется дѣлимое, — послѣ, чему равняется дѣлитель, и, на-
конецъ, чему равняется частное. 

I. Дѣлимое равно: 
Х+У , ^+У^^іх+уГ + і^+у^^Ц^ + ху+у2) 
х —у X2 —у2 х2 — у2 х2 —у2 



II. Дѣлитель равонъ: 

Xs —у3 х —у (я8 —ys) — (х —у) (х2 — ху -f у2) 
Xs -\-у3 X -j-y X3 + у3 

х3 —у3 — (х8 — 2х2у + 2ху2 —у8) 2 х2у — 2 ху2 2 ху(х—у) 
~~ л:8 -j-y3 ~ х3 -fjy 8 ~ х3 уѣ ' 

III. Частное равно: 

2(х2 + ху -\-у2). 2ху{х —у) 2(х2 -f- ху -j-y2) (х8 -\-у8) 
х2—у2 ' х8 у3 (х2—у1)2ху{х—у) 

2{х2-\-ху-\-у2){х-\-у){х2—ху-\-у2) (х24-ху-\-у2)(х2—ху-\-у2) 
~~ (х+у){х—у) .2ху(х—у) ~ ху(х-у)2 ~~ 

х* -j- х 2у 2 -j-y4 

ху{х — у ) ^ 

Ь /а2 1\ /а 1 , 1 \ Ь а8 + ь8 a2— ab + Ъ2 _ 
2} а + Ь'\Ь3^а)' \b2 b + a)—a + b' ab3 ' ab2 ~ 

_ b . (а8 + b8) .ab2 

~~ (a + b). ab3 . (a2 — ab +b2) ~~ ' 
m—1 . n—1 . p—1 

ЪіППр m ' n ' p 
mp—mn-\-np -1-4-1 1 

m n p 
(m—1)np-\-(n—1)mp-\-(p—1 )mn 

Ьтпр тпр 
тр—mn-\-np np-\-mp—тп 

mnp 

Умноживъ числителя и знаменателя второй дроби на тпр, 
получимъ, что предыдущее выраженіе будетъ равно : 

3 тпр (т—1 )пр-\-{п—1 )тр-\-{р—1 )тп 
тр—тп-\-пр тр—тп-\-пр 

Ьтпр—(тпр—пр-\-тпр—тр-\-тпр—тп) пр-\-тр-\-тп 
тр—тп-\~пр тр—тп-\-пр' 

Задачи: 976. 

978. і + 
X X X X X 

980. + - 7 . 
b г 2b' b 2b 

982. + + 
xy xz yz 

977. 
а с а с 

979. 

981. 

983. 

За . Ьп За 
bx Ьх' Ьх 

. А _ 
ab2 a2b' ab2 

А 
ab ас 

Ьп 
Ьх 

7 З̂  
а2Ь' 

be 



984. 

986. 

988. 

990. 

991. 

992. 

993. 

994. 

995. 

996. 

997. 

998. 

999. 

1000. 

1002 

1003. 

1004. 

1006. 

1008. 

1010. 

б* , ь OCX _ i L _ 
1 6 a 2 b c ^ l 2 a b 2 c 2 ' [a+bf (a+bf 

І - 4 + І - 987. 
a b с x у z 

a a j a ggg 5x Bx , x 
2x 3x 4.x ' 6ab 4ab 1 Bab 
a-\-b>a — b a -f- b a—b 

2 ' 2 ' 2 2 
a-\-b.a — b x-j-y x—у 

5аѢ 4 - Bab2 ВаѢ — ЬаЪ2 

4*jy2 2лу/2 

7 a 4~ 2b 4с -j-Bb , 2а — Be 
ab be ас 

2 * — 13jy 4g — 12* 6у — l l g 
xy xz yz 

3* — 4-у 4x — 25у 19jу — 4x 
_ _ I __ 

6b 4- n 3 5a — 4n 3b — 5a 
6 bn 4 a 4 an bab 

2ab — Bcb 3 ,2c — 5b 12a — 5c 
8ab 4 6b 3a 

4a —Bb 1 3a — 3c 
2 ab a 4 ac 2c 

1 , 3a — 5b 1 2a —Bb 
6b 3 ab a 2 ab 

21в + И 4 1001. 16» - 3 , + ( 2 й ~ 4 С ) і 

4b 5 с 

(16ab — ІЗас \ /10ab 4- Вас , \ 
4 m ) + { 5 b C } 

/la —3b , \ / 8 a — lb\ 
( — — 2 4 ) - ( - e - > 

* f l f j 1005. 1 1 ab 4- b2 a2 4~ ab ab — b2 a2 — ab' 
a , b 1007^ a b 

a2 — b2 a+b a— 1 a2—!' 

- Г Л + - K - - L -
a 4" b a— b a—b a-\-b 
3 + a 3a — 2 a 2—16a a2 , z2 

І+ 9. _L л A — л-а • 1Uli-
•a~i~2 + a 1 4 — a 2 " a 2 + z2^ a2 — z2' 



ю г * « _ е - + ! * + а 4 . 
а — b а + b о-\-х х 4х 

f + g _ bf — bg 
3f+2g 

a2 + ab + b2 a2 — ab + b2 . 233 — + 
10ІО. ! j 7 f a JJ— 

a -f- b a — b a2 — ¥ 
1016. X2 x2y2 , x& 

3f^3y4—x4^~3y2{3\4 — x4)' 

1Л17 1 + x 1 - х 1-х 4-Х2 1 -f- * + *2 

U 1 — x~*~l + x x2 + l 1-х2 

1018. 1019. 
a -f- x a — * 2x —z" a z 

Ю20. * * Ю21. a b 

a2 — 4y2^ac+2cy ' (a+b)* (a+bf^a+b 

1022 2 a x a 2 J r ^ a x X 
(a — xf (a + xf a — x 

lf)2o 4a —3b 6a + 226 b 
' 2a—lib 6a —33b 2a—llb~t 

№ f + й г ' W»5. 1 4 = 2 . 
1 — bx 1 + 5* 7'y2— 5 1 4y2 — 1 

Ю26. 1027. 1 1 
9j/2 — 1 1 —3jy - ' i — ^ m(l — z) 

1028. + У 

1029. 

1030. 

1031. 

1032. 

1033. 

xy + jy2 ^У *2 + 
3 , 3 , 1 1 — * 

4(1 — x2) 1 8(1 — x) 1 8(1 + x) 4 ( 1 + * 2 ) 
3 5 _ _ 3 _ 

ос 1 ос 1 2 # 3 
16 1 19 

7) 4(* —2) 36(* + 2 ) 
5 1 1 

* — i • x 

1034. - x 2 * + 2 
—* + 1 x2-j-x + 1 * — 1 * + 1 
1 + 2* 7 ... X 

• (3 — *)(1 + (2 + * ) (* - 8 ) ^ (1 + * ) ( 2 + xy 

1036. 3 h • 2 A + * 5 
(A — 2*)2 ' (h + x)(h — 2x) h+x 



Ю37 — — g ) i (х—а)(х — с) 
(а — b){a—с) (b— а)(а— с) 
1 1 а 1 " Ю38. І + 

х2 1 х 1 2{1—х)2 4(1—х) 4(1 -1-х) 
1 not) 1 і ^ 1 J: L 

2(х — 1) 2(х 4~ 1) х х3 хь' 
а2(х — Ь) . Ъ2{х — а) 1040. 

а — о b — а 

1041. 
2 а — b 2 а — b 1 а—2b 

104* 2 д ~ 1 _ Ъ2 — 2а __ 2Ь2 — а 
2a — b + b2—2ab 2b2 —ab' 

b2 4 
1044 _ _j _ 

1 1 
1044. = = 

(a + 2 )(a — 3) (1 + a)( 3 — a)' 
m 1045. — 1 . 

(m — n)(m — p) {n — m)(n —p) 

— §a 5 3 — 2a — a2' 

Ю47. * ^ 
x2—x—12 xy -f- 4x + 3y -j- 12' 

1048. 1 ' 1 

(x — l)(x — 2) 1 (x — 2)(x — 3) (x — l)(x — 1)' 
Ю49 ^ j b j с 

' (a — b){a —c)^^ — a)(b — c)^~(c — a)(c — b)' 

IOdO. ^ — be ac — a2 be -j- ac — ab — c2' 

I » " - . . . + . . + a2 — ab — ac -j- be b2—ab—cb-{-ac c2 —ac—bc-\-ab' 
Ю52. *?—y* , y* — x8 . 02 — xy 

' X2 + xy -f xz -j- yz у2 + ух -}- yz -j- xz z2 -j- xy -f- xz -\-yz' 
a — b . b — с с — a (a — b){b — c)(c — a) 

ЮоЗ. <3; -j— b 1 b-\- с 1 c-\- a r (a 4- b)(b 4 - c)(c -j- a)' 
2 . 2 , 2 . (a— b)2 + {b — c)2 + (c — a)2 

1054. 
a — b b—с с — a (a — b)(b — c)(c— a) 

Умноженіе дробей: 

1055. Д 1056. 
п q у lb3 ' 15a8' 

1057. . 5a3. 1058. 7a2 . _ 4 a 3 . 
25a4 ' 2 8 a 6 ' 84a6 ' 

3 x 3 P 1 0 6 0 1 6 a W 13 nmby 
3x3y2 ' 2a2y2' ' ^5bm2nly ' 24a2 bW 



5am 3Ьп~% j 42ап~Чпс 11 xnynzn 

1 0 b l " 6bn ' 10am+3 ' 5ox2yn ' 14anbncn ' 
/2а 2 \ 3 / * 2 \ 3 / 4 а Ч 2 

io68- Ы ' (щ) • 10Ь4- Ы • Ы ) 
1065. Ь '(а + ЬУ ' ѵ ; '(я — 

— (a —by ' • Щх—уг' 4a{a — bf ' 

1AAQ 6 В ® I F " 8 A 2 iUby. 7 c 3 - 8 £ 2 - 9 a S -

r-A _ 12* 3 6 2 — 15a2m 
1 0 ' ° - 9Z>*2 * ~ 2 5 2 a 8 " 16ЙѴ " 

1 0 / 1 \9* 15a 27xs) ' 4a2&6' 

V 3 ^ 5a6 12&V ' 25a4 ' 

1073. . 1074. . 
c* a 2 + 2ab -f- b2 b 1 аг — 1 

in- al±A2 1A7A ^ + І ! a2 + ab + b2 

W'0' 2a + 2b ' a3 -f- ab2' 1 ' a 3 — b* ' a2 — ab + b2' 

-,2 Ч Y/V2 
1 0 8 0 . » ) . ( * _ « + x ) . 

Ю81. ( * _ „ _ ! ) . 

1 — x 2 1 — a 2 / , л; \ 
1 H- a ' x(l + x) ' \ + 1-х)' 
/a -j- b a — b 4a2 \ a - f b 
\a — b ~аГ-\-Ъ a 2 — b2) ' 

1082. 

1083. 

1084. ( i - ^ ) . 

462 

+ 3> 

Дѣленіе дробей: 

1ЛС- m • P. x . * -.AC/* 3 6 a 6 6 

108a. — • — — : —. 1086. ——5 : —-——. 
n q у t ЪЪтп2 Yibmln 

1087. ^4-ТГ : 3 * V 1088. — 1 6 a 2 : 
_ 6 4 a ^ y . 3 2 a ^ y 

6bb2m2n* ' 3 9 6 8 m V 



1090. 

1092 

1094:. 

1096. 

1097 

1098. 

1099. 

1101. 

1103. 

1104. 

1106. 

1108. 

1109 

1110 

1111. 

1112. 

1113 

1114 

1115. 

1116 

1117 

Ъа™ . 20а"1-2 

№ ' 2 1 ' 
(а + ЪУ . (а 4- bf 

b* ' b2 ' 
х4 ах 

(а —Ь)ь ' ( а — Ъ У 
16(у + g)"+r . 12(jy + z)n~r 

25( *+ jv ) ' "+ 2 ' 3 Ь ( х + у ) ' п - 2 ' 
/ЗаЧ bab2 б5\ 15 аЧѣ 

\4ух2 6 x2y~T~12x s) 

1091. — 1 5 Л " - 1 

1093. 

1095. 

3 сх* 

— О — I) 3 

6а\а 4- ъу 
7 Ь\х + у)п 

2а*' 

с 
8а\а 4 - Ь) 

21 Ь(х 4-у)^2' 

6 х2у 

V 8zH Ш2) ' *га ° ' 
а + Ь . а2 4 - 2аЪ + Ъ2 

16 х2у 

b2 ' 

a 2 — b2 
bs 

(a-b). 

a \ 
( • + S 3 H 1 4- ab; 
a2 4~ 2a — 3 

1100. 

1102. 

a{b — 1)\ 
1 4 - a b ) 

a2b2 a4s 

a^ - 1 
a 

a — b 

'a — 1' 

(« + b). 

a 2 — 9 
1105. a 2 4- 4a 4- 4 ' a 2 4- 3a + 2* 

( « < - ! ) : ( W . L ) . 1107. 

a 2 — 5a 4- 6 2a — 3 
a2 4~ a — 2 ' a 2 — 6a 4~ 5" 

x 4 - y 4- 2 
( l — 2 a 4 - 8 a 2 + 3 \ 4a a 4 - l ) ' ( 

2ab \ . / 2 b2 \ 
a 2 + b2)-\C a 2 4* b2)' 

a b \ / a b \ 
ь)  : " 

+ r b > 

a 4- b a 

\x—у x+y) ' — у 

/х+у x—y\ . /Х±у 
\a-\-b a — b ) ' \a — b 

a 2 \ . a 2 + * 2 

4-л ; 2 / ' a2 — x2 

a + b)' 
Х~У\ 
X+y)" 

b^a + b) 

<X_±y 
-y 

f x 4~jV 
\a 4- b 

( 2a 4- * 2x — a 

a-\-x a —x a 2 4 * 
/a + x a — x\ ѣ /о^+я2 I 
\a — x a -j- X/ : + 

a • « 1 + А / a — * a 2 \ \a 

я2 + 
,2 

x*)' 



1118. : 
\а — х а2 — хг) Xй a -f х/ 

1119 а а \ ( а ^ й — ^ * ( а — — М 
а—Ъ а-\-Ь |да— b a-\-b) ' —Ъ a-j-b/J 

1122. — • 1123. 1 
ь Ъ I _ L _ L I 1 

х~г~ х у а * а— 1 Т й — 2 

1 Ш Ч г ' 1135. 
X— аЪ-Ъ 2 

1120. 

1 l'-feb 
1 — а2 

(1 +ab¥—(a+bf 

1127. 
a—J. , 6— _1 , H - J 

ЗаЬс а Ъ " с 

1128. 

cic-\-bc-\-ab l_ , l_ , l 
a b ' e 

& _ i i + b — b* — b* 
b(b+1) 2 I 4> 

a-\- b а — b 
a CI a — b а fc 

1129. 
a — 6 a -J- Ь 

10—3a3-j-10fl—33 . / 2_ 3_\ 
2bb{a—2) ' \53 25/ ' 

1130. 

1131. 
" I 2lab2 ' 4(a2—c6)J a+c3 ' \7(x -h у)' I 21ab2 ' 4(a2—c6)J j 

114Q (4%ad—lbbc 2a—356 3 c — / 1 , 1 . 4 , fl2 - f 
V 353«? 53 + 7af J : й — b 

20д8 -I- 8 a 2 b 

bcB —15 a2cd2 

1133' ^a2d—4b2d . / 2 1 c 4 — , 3 6 c 4 + I 0 8 f l W V 
21ac8 \ 8as ' ba* — 2ab / 

ПЯ4 N * + 1 ) ( * + 2 ) x(2x2+3x-}-l)l . *6-R 
L 3 6 J (x 24-l)(*—1)' 

. xy(x-f-y)2 i p 4 — 3 * 2 — * . xl—2хъ4-х21 
\x2+y2 ' J l (x3—y3)y ' xy^y* J* 



1136 Г / 4 ^ " — 1 ) I 2 \ . З а 2 " - 2 — 1 2 д " - 4 I . а і п + 1 — 5 а 3 п + 1 

1137. 
fax!; ( г т т - «(тпр-{~m -{-ft)) 
I , i l 
V л 

1138. Чему р а в н о — е с л и * = 

1139. Чему равно е с л и * — а + ^ 

^ , л т т * 4 - 2 я , * — 2а 4аЬ -> 
1140. Чему равно h^r—,—, если х ——г—/ 

2о — х 2 о х а-\-о 
11П тт а(2х — а) , Ь{2х — Ь) . , 0 
1141. Чему равно + - g ^ ' , если » = я + 4? 

n j n тт — я) . Ь(х—Ь) . с(х — с) , І I о 
1142. Чему равно — — — : — — е с л и x=a-\-b-\-cl 

r о H- с a -j- с a -j- о 
1143. Чему равно —, если = л — 

1144. Доказать, что разность между квадратами двухъ 
цѣлыхъ послѣдовательныхъ чиселъ равна удвоенному меньшему 
числу плюсъ единица. 

1145. Найти, чему равна разность между квадратами двухъ 
послѣдовательныхъ нечетныхъ чиселъ'? 

1146. Найти, чему равна разность квадратовъ двухъ послѣ-
довательныхъ четныхъ чиселъ"? 

1147. Доказать, что каждое изъ слѣдующихъ выраженій 
представляетъ цѣлое число, если а цѣлое: 

а(а — 3) (д + 1) (а— 2) а(а + 1) (а + 2) 

1148. Доказать, что выраженіе 

+ 1 an — 1 / \ я п + 1 ^ an—1/ 
обращается въ цѣлое количество, если а цѣлое. 

1149. Сократить дробь, у которой числитель кубъ суммы 
двухъ количествъ, а'знаменатель сумма кубовъ т ѣ х ъ же коли-
чествъ. 

1150. Сократить дробь, у которой числитель сумма квад-
ратовъ суммы и разности двухъ количествъ, а знаменатель сумма 
квадратовъ этихъ количествъ. 

1151. Доказать, что сумма всякихъ трѳхъ послѣдователь-
ныхъ чиселъ дѣлится безъ остатка на 3. 



Г Л А В А X I I . 

Выраженія съ отрицательными показателями. 

§ 103. Значеніе отрицательныхъ показателей. Мы видѣли, 
что при дѣленіи степеней одного и того же количества изъ 
показателя дѣлимаго вычитывается показатель дѣлителя. Если 
показатель дѣлителя больше показателя дѣлимаго, то въ резуль-
т а т получается выраженіе съ отрицательнымъ показателемъ. 
Напр.: 

а3: а1 = я 8 " 7 = аг9- или ап : а"+т = ЙНЧ^») — а~т. 
Сами по себѣ выраженія: or4 или а~т не имѣютъ никакого 

смысла, потому что нельзя какое-либо количество взять множи-
телемъ минусъ четыре раза или — т разъ. Что же, является 
вопросъ, означаютъ такія выраженія? 

Если мы частное отъ дѣленія я3 на а4 изобразимъ въ видѣ 
дроби, то получимъ: 

3 . 7 J_ . 
а ' ~а?~ а 4 ' 

Слѣдовательно, аг4 т.-е, выраженіе съ отрицательнымъ 

показателемъ означаешь дробь, числитель которой есть единица, 
а знаменатель то же количество, взятое съ положительнымъ 

1. 1 1 показателемъ. Напр.: а~2—(а 4- Ь)~ь ==,—4гг=— г а2 ' (a -}-£)8 4 

§ 104. Изображеніе дробей безъ знаменателя. При по-
мощи отрицательныхъ показателей можно всякую дробь изобра-
зить безъ знаменателя, въ видѣ цѣлаго выраженія; для этого 
къ числителю надо приписать множителей знаменателя, замѣ-
нивъ ихъ положительные показатели соответствующими отри-
цательными. Напр.: 

а2 1 1 
1) -——а2 — • ——a2b~2c~~s 

b2cs b2 с з — а о с -

2) ~ = Sab . і - . і = ЪаЬ . 4-1*-V~s=3 . 
4 x 08 

§ 105. Дѣйствія надъ выраженіями съ отрицательными 
показателями совершаются по тѣмъ же правиламъ, какія указаны 
для выраженій съ положительными показателями. Такъ какъ 
при сложеніи и вычитаніи показатели не измѣняются, то мы не 
будемъ останавливаться на этихъ дѣйствіяхъ, а перейдемъ прямо 
къ умноженію и дѣленію. 



У м н о ж е н і е . 1) Положимъ, что требуется 
а г 3 . я - 7 . 

Такъ какъ я - 8 = і и то 
а'г а' 

а - 8 . а - 7 = І • і = - L = ^ 1 0 = 
а3 а 1 я10 

т.-е., еслгі оба показателя отрицательные, то умноженіе коли-
чествъ совершается такъ же, какъ и съ положительными пока-
зателями, а именно: показатели одинаковыхъ буквъ складываются. 

2) Пусть требуется а - 8 . а7. 

- 1 1 а 7 
Такъ какъ а~ 8 =-о> то а - 3 . а?=—.. я 7 = - 5 = я 4 = л ( — 8 ) + 7 , т.-е., и 

а3 aJ а 3 

въ этомъ случаѣ показатели степеней складываются. 

3) Пусть требуется а 3 . я - 7 : 

1 1 as 1 
Такъ какъ д- 7 —— , то я3 . а~7 = а3 . 

а7 а7 а1 а4 

Изъ всего этого видимъ, что умноженіе выраяіеній съ отрица-
тельными показателями совершается по тѣмъ же правиламъ, 
какія указаны для выраженій съ положительными показателями, 
т.-е., показатели степеней одинаковыхъ буквъ складываются. 

Примѣры: 1) bah~3 . 6а- 3 с- 5 =ЗОа б +(-з) с ( -з)+(-5)_зод^-з 
2) 7я т . За~п—21 а"'+С—")—21 я" 1 -" . 

Д ѣ л е н і е. 1) Пусть требуется а~ 3 : а~7 . 

Такъ какъ 

= Я4 = ' й(-2)-(- '). 

Такъ какъ я - 3 — Д ' и а - 7 =±= Л , то а - 3 : а~7 = Д : 

а3 а ' я7 а 3 

2) я - 3 : а7 = - q : а 7 = - т ь = а~10~а 1_ . 7 С-3Ь(+ѵ). 
а3 • ~ я г 0 

1 3) а3 : а-1 = а3 : 4 = я10 = 7)-
я7 

Изъ этихъ примѣровъ мы видимъ, что дѣленіе выраженій 
съ отрицательными показателями совершается по тѣмъ же пра-
виламъ, какія указаны для дѣленія выраженій съ положитель-
ными показателями. 

ТІримѣры: 1) 6a~3b2 : 2 3 я б 6 б . 
2) 15a~mb~ x : 3a* b-y=ba-"l-^b-x-(-^==ba-m-nb~x+y. 



§ 106. Слѣдствія. Изъ всего вышесказаннаго слѣдуетъ: 
1) Действія надъ. дробями можно заменить дѣйствіями надъ 
целыми выражениями. Для этого надо дроби изобразить въ видѣ 
цѣлыхъ выраженій и произвести указанныя дѣйствія по общимъ 
иравиламъ. 

0^2 A3 О Y 5..3 
Примѣры: 1) • . 

0,-2 -2а' ~2Ь2х2у. 
r-)a2hs 10 cfib2 

j 6*У 9 ^ 5 D x У • ,aox у -

2) Всякое дробное выражгніе, содержащее количества съ отри-
цательными показателями, можно заменить другимъ, не имею-
щимъ отрицательныхъ показателей. 

За~5с~2 

Положимъ, что мы имѣемъ выражѳніѳ: • Умноживъ 

числителя и знаменателя на аьс2Ь2, получимъ: 
3 a-h~2 3arh-2.ah42 3aW 3b2 

4b~2d2 4b~2d2 . ah2b2 ~~4b°d2ah2~4abc2d2 

Разсматривая полученное выраженіе 11 сравнивая его 

3 а~бс~2 

съ даннымъ , мы легко можемъ замѣтить, что для уни-

чтоженія въ дроби количествъ съ отрицательными показателями 
надо перенести эти количества изъ числителя въ знаменателя 
и обратно, перемѣнивъ при этомъ отрицательные показатели на 
положительные. 

Задачи. Вычислить выраженія: 

1152. 2~8, З- 2 , 5 - 3 , Ю - 4 . 1153. (—2)~2, (—З)~3, (—{-)-3. 

Изобразить безъ знаменателя слѣдующія выраженія: 
- - „ . 1 1 1 1 1 ^ - „ „ а2 с 2а8 
1І04. -5 -> —оТо' ІІОО. То' 2 4 52 аЧв а™ Ъ2 (Рх 3 Ь2х2 

П ' А а с п 

{а + b? {c — df (a2—b2f 

1157. — — — ' У - , 1158. - > і г 
а + Ь х—у х+у а± _£_ а~гъ 

62 ь а—Ъ 



Выполнить указанный дѣйствія: 

1159. Ъа~ь. 4а~4. 1160. 
1161. 7 а ~ 4 . 8 Ь ~ Ч 2 . 1162. 
116В. а 1 2 : а~\ 1164. 1 2 а ~ 3 : 4а~ь . 
1165. 1 8 * т : 9х~п. 1166. а2 . а~в . а 4 . а~п. 
1167. — а 3 . — а - 9 . а2. 1168. 4а2Ъ~2 . —3а~Ѣв . ЧагЧ2. 

Освободить отъ отрицательныхъ показателей слѣдующія 
выраженія: 

1169. 4 a2b~2. 1170. Sc~2ds. 

1171. 3 ~ 2 . 2 а ~ 2 3 . 1172. 4 а ~ Ч 2„—1 PC 

1173. У ^ Ѵ 1174 bjr^r^ 

Упростить выраженія: 

1174 1 2 а ~ 5 1 0 а 2 117Г 

П77 3 • т 1 1 7 8 2g 2(g—1)~ 8 .7а~ 3(а—1) 
ЬЪЧ-Ч-4 ' bb2c~Bd~2 U(x4-y)-2'8b-4x+y) 

/ О Д д - ^ / ч 
і а~4п10 / 

і і « а « ^ 2 5 a - 2 f e 3 a - 1 * " 1 1 1 f t A / 0 , 1 а - 1 сРу\ 2 



ОТДЪЛЪ III. 
Уравненія первой степени. 

Г Л А В А і . 

Объ уравненія?сь вообще и и*ъ. свойствам. 

§ 107. Опредѣленія. Мы уже знаемъ, что два алгебраическія 
выраженія, соединенныя между собою посредствомъ знака = , 
составляютъ равенство; наиримѣръ: а — Ъ=-с-{- d, или ab — cd. 

Равенства бываютъ двоякія: тождества и уравненъя. 
Тождествомъ называется равенство очевидное, т.-е., такое 

равенство, въ которомъ обѣ части совершенно одинаковы, или 
становятся одинаковыми нослѣ выполненія указанныхъ дѣйствій. 
Таковы, напримѣръ, равенства: 

а = а; (а + Ь)х = ах -f- bx\ х2 — 1 = (х -f- 1) (х — 1). 
Очевидно, что обѣ части тождества всегда будутъ равны, 

какія бы численныя значенія мы ни придавали буквамъ, вхо-
дящимъ въ составъ его. Такъ, если мы въ послѣднемъ тожде-
ствѣ вмѣсто л: поставимъ 5, то получимъ равенство: 

52 — 1 = (5 + 1 ) (5 — 1), ИЛИ 24 = 24. 

Уравненіемъ же называется такое равенство," въ которомъ 
первая часть равна второй не при всякихъ значеніяхъ буквъ, 
входящихъ въ составъ его, а только при нѣкоторыхъ. Напри-
мѣръ, равенство: 

3* Н- 2 = 14 
есть уравненіе, потому что первая часть его равна второй лишь 
въ томъ случаѣ, если х = 4. 

Точно также равенство: 
у е — бу 

есть уравненіе, потому что первая часть его равна второй въ 
двухъ случаяхъ, а именно: если у = 2 и если у — 3. 



Буквы, которымъ нужно приписывать особыя значенія, чтобы 
обѣ части уравненія стали равными, называются неизвпетными 
уравненія; ихъ обыкновенно обозначаютъ послѣдними буквами 
алфавита: я:, у, з, и, ѵ, w. .. 

Рѣшить уравненіе значитъ найти такія количества, которыя, 
будучи подставлены вмѣсто неизвѣстныхъ, обращаютъ уравненіе 
въ очевидное равенство, или тождество. Эти послѣднія коли-
чества называются величинами, удовлетворяющими уравненію, 
или корнями уравненія. Такъ, корнемъ для уравненія 3 * 4 - 2 = 1 4 
служить число 4; а для уравненія jy2-f-6=5y корни суть: 2 и 3. 

§ 108. Раздѣленія уравнений. Уравненія дѣлятся по числу 
неизвѣстныхъ и по степени неизвѣстнаго. 

По числу нтзвѣстныхъ уравненія раздѣляются на уравненія 
съ однимъ, двумя, тремя и, вообще, со многими неизвѣстными. 
Напримѣръ: 

1) эх — 8 = 12 -f- Зл;. . . уравн. съ однимъ неизвѣстнымъ. 
2) 6л; 4 4у = Вх 4- 24. . . уравн. съ двумя неизвѣстными. 
3) 7х—13jy — 50 = 16. . . уравн. съ тремя неизвѣстными. 

По степени неизвѣстнаго уравненія раздѣляются на уравненія 
первой степени, — второй степени, или квадратныя, — третьей 
степени, или кубичныя, — четвертой степени и т. д. Напримѣръ: 

1) Ах 4 6 = 70. . . уравн. первой степени. 
2) Зл;2 4 2л; — 1 = 0. . . уравн. 2-й степени, или квадратное. 
3) 2х3Вх2 — 4х—5 = 0. . . уравн. 3-й степени, или ку-

бичное. 

Кромѣ того, уравненія раздѣляются на числовыя и бук-
венныя. Числовыми называются такія уравненія, въ которыхъ 
извѣстные члены выражены числами. Таковы всѣ предыдущія 
уравненія. Буквенными, или общими, называются такія уравненія, 
въ которыхъ извѣстные члены также обозначены буквами, какъ 
и неизвѣстные. Таково, напр., уравненіе: 

ах — т = bx 4-

Для обозначенія извѣстныхъ членовъ въ буквенныхъ урав-
неніяхъ употребляются начальныя буквы алфавита: а, Ь, с. . . . 

§ 109. Уравненія тождественный. Два или нѣсколько урав-. 
неній называются тождественными, или однозначащими, если они 
имѣютъ одинаковыя неизвѣстныя и эти неизвѣстныя удовлетво-



ряются одними и тѣми же корнями. Такъ, уравненія: Зх + 6 = 
= 4сх и <кх -f- 3 = 27 тождественны, потому что оба имѣютъ одинъ 
и тотъ же корень: х = 6. 

Точно также уравненія: 

у1 + 6 = by И 0,оу2 = 2,by — 3 

тождественны, потому что имѣютъ общіе корни: 2 и 3. 

Уравненія же, имѣющія различные корни для неизвѣстныхъ, 
называются нетождественными. Таковы, напр., уравненія: 2х—8= 
= 12 и Вх — 7 = 11; въ первомъ изъ этихъ уравненій корнемъ 
служитъ число 10, а во второмъ 6. 

§ 110. Свойства уравнений. Т е о р е м а I. Если мы къ 
обѣимъ частямъ уравненія придадимъ или отъ обшіхъ частей 
отнимемъ по одному и тому же количеству, то получимъ новое 
уравненіе, которое будетъ тождественно съ первымъ. 

Въ справедливости этой теоремы мы можемъ убѣдиться 
непосредственно изъ примѣровъ.. Такъ, если мы возьмемъ урав-
неніе Зх — 5 = 10 — 2л?, корень котораго = 3, и придадимъ къ 
обѣимъ частямъ, или отнимемъ отъ обѣихъ частей, положимъ, 
по б, то получимъ уравненія: 

Зх — 5 + 6 = 10 — 2х - f 6 и Зх —-5 — 6 = 1 0 — 2х — 6, 

которыя будутъ тождественными съ первымъ, потому что удо-
влетворяются однимъ и тѣмъ же корнемъ: 3. 

Въ общемъ видѣ эта теорема доказывается такъ. Пусть мы 
имѣемъ уравненіе: Л = В, гдѣ подъ А разумѣется первая часть 
уравненія, а подъ В вторая часть его. Прибавимъ къ обѣимъ 
частямъ, или отнимемъ отъ нихъ по а и докажемъ, что уравненія: 

А —В и А^=а = В =ь а 

тождественны. Положимъ, что первое уравненіе имѣетъ одно 
только неизвѣстное х, и обращается это уравненіе въ тождество, 
если х — п. Очевидно, что и во второмъ уравненіи А будетъ 
равно В, если мы вмѣсто я: поставимъ «; но а всегда равно а ,— 
слѣдовательно, выраженіе А = Ь а должно равняться выраженію 
В а въ томъ случаѣ, если мы въ нихъ х замѣнимъ черезъ п, 
— что и требовалось доказать. 

Такимъ я*е образомъ мояшо доказать справедливость этой 
теоремы и для уравненій съ нѣскодькими неизвѣстными. 



Изъ первой теоремы вытекаютъ слѣдствія: 1) Можно пере-
носить члены, уравненія изъ одной части въ другую, при чемъ знаки 
у переносимыхь членовъ надо изменить на обратные. Такъ. если 
въ уравненіи: 

4х -)- 8 = 35 — 5* 
къ обѣнмъ частямъ прпдадимъ по 5*, то получимъ уравненіе: 

4* - f 8 + 5* = 35. 
Сравнивая это уравненіе съ первымъ, видимъ, что членъ: 

— эх перешелъ изъ второй части въ первую, при чемъ его знакъ 
минусъ перемѣнился на плюсъ. 

Вычтя изъ перваго уравненія по 8, получимъ новое уравненіез 
4л: = 3 5 — эх — 8; 

сравнивая его съ первымъ уравненіемъ, видимъ, что членъ + 8 

иереінелъ изъ первой части во вторую съ обратнымъ знакомъ. 
2) Если въ обѣихъ чаопяхъ уравненія есть одинаковые члены 

съ одинаковыми знаками, то такіе члены можно вычеркнуть. 
Такъ, придавъ къ уравненію bx — 3* 2 = .Ю— З*2 по З*2, полу-
чимъ уравненіе 5* = 1Q. въ которомъ одинаковые члены: — З*2 

уничтоя«ены. 
§ 111. Т е о р е м а II. Если обѣ части уравненія мы умно-

жимъ или раздѣлимъ на одно и то же количество, то получимъ 
новое уравненіе, тождественное съ даннымъ. 

Въ справедливости этой теоремы мы также мол^емъ убѣ-
диться изъ примѣровъ. Такъ, если мы обѣ части уравненія: 
9 * — 6 = 6*, корень котораго = 2, умножимъ или раздѣлимъ на 
3, то получимъ уравненія: 

27* — 18 = 18* и 3* — 2 = 2*, 
которыя будутъ тождественны съ первымъ, потому что удовле-
творяются однимъ и тѣмъ же корнемъ = 2. 

Докажемъ эту теорему въ общемъ видѣ, т.-е. докажемъ, 
что уравненія: 

А = В, Аа = Ва и - = -а а 
тождественны. ІІоложимъ, что первое уравненіе обращается въ 
тождество, если х = п. Очевидно, что и во второмъ уравненіи А 
останется равнымъ В при замѣнѣ въ немъ * черезъ п; но а=а, 
слѣдовательно, выраженіе Аа должно равняться выраженію Ва , 
если мы въ нихъ вмѣсто * поставимъ п\ такимъ образомъ, оба 
уравненія удовлетворяются однѣми и тѣми же величинами. 



m . А В , 
Такъ какъ уравненіе —:=— можно представить въ видѣ : 

А . ^ ^ В . ^ , то, сдѣдовательно, объ этомъ уравненіи можно сказать 

то же, что и объ уравненіи Аа — Ва. 

Изъ второй теоремы вытекаютъ слѣдствія: 1) Если всѣ 
члены уравненія имгьютъ обгцаго делителя, тоуравненіе можно 
сократить. Для этого надо всѣ члены уравненія раздѣлить на 
общаго дѣлителя. Такъ, если мы въ уравнении 300* — 200 = 600 — 
— 1 0 0 * всѣ члены раздѣлимъ на 100, то получимъ уравненіе: 

3 * — 2 = 6 — *, 

которое, будучи тождественнымъ съ первымъ, гораздо проще. 

2) Всякое уравненіе можно освободить отъ дробныхъ членовъ. 
Для этого надо всѣ члены привести къ общему знаменателю и 
отбросить знаменателя (что равносильно умноженію обѣихъ частей 
уравненія на общаго знаменателя). Напр.: 

Приведя всѣ члены къ общему знаменателю, получимъ: 

3 ( 3 * — 2 ) 3 . 15 4 * 17 . 5 
15 15 15 15 

Отбросивъ общаго знаменателя, найдемъ: 
3(3* — 2) - f 3 . 15 = 4 * - f 17 . 5, или: 9* — 6 + 45 = 4* + 85. 

4 * 3* — 2 * 
2 ) J 4 ™2 

Приведя дроби къ общему знаменателю и отбросивъ послѣд-
няго, получимъ: 
4 . 4 * — 5(3* — 2) = 10 . * — 4 . 20, или: 16* — 15* 4 10 = 10* — 80. 

П р и м ѣ ч а н і е . Изъ приведенныхъпримѣровъ легковидѣть, 
что для освобожденія отъ дробныхъ членовъ надо числителя 
каждой дроби помножить на соотвѣтствующаго дополнительнаго 
множителя; знаменатели же всѣхъ дробей отбрасываются. Если 
же есть цѣлые члены, то надо считать ихъ дробями, знамена-
тель которыхъ = 1. 

3) Можно переменить знаки у всѣхъ членовъ на обратные. 
Для этого надо помножить обѣ части уравненія на: — 1. Напр.: 

— 5 4- 3* = — 2* 4 - 1 5 . 



Умноживъ всѣ члены уравненія на: — 1, получимъ: 
5 — Зх — 2х — 15. 

§ 112. Истина, доказанная въ § 111, справедлива только 
въ томъ случаѣ, если множитель или дѣлитель не содержать 
тѣхъ неизвѣстныхъ, которыя входятъ въ данное уравненіе. Въ 
противномъ случаѣ, т.-е., если въ составъ множителя или дѣли-
теля входятъ неизвѣстныя, одинаковыя съ неизвѣстными даннаго 
уравненія, — въ результатѣ получается уравненіе, вообще говоря. 
нетождественное, съ даннымъ. ІІояснимъ это примѣрами: 

1) Положимъ, что мы имѣемъ уравненіе: 
л: — 2 = 1. 

Это уравненіе имѣетъ одинъ только корень = 3. Если обѣ части 
уравнен ія умножимъ на то получимъ уравненіе: 

х2 — ,2х = х, 

которое не будетъ тождественнымъ съ даннымъ, потому что оно 
имѣетъ два корня: х=.3и-х = 0. 

Точно также, если мы обѣ части уравненія: 
х —2 = 1 

умножимъ на х — 5, то получимъ уравненіе: 

х2 — 7х + 10 = х — 5, 

которое нетождественно съ даннымъ, потому что оно имѣетъ два 
корня: л: = 3 и х ~ 5, изъ которыхъ второй не удовлетворяетъ 
данному уравненію. 

Вообще, если мы обѣ части уравненія умножимъ на какое-
нибудь выраженіе, содержащее неизвѣстное, то этимъ самымъ 
мы вводимъ въ уравненіе посторонніе корни, а именно тѣ, которые 
обращаютъ множителя въ нуль. 

2) Наоборотъ, если мы раздѣлимъ обѣ части уравненія на 
выраженіе, содержащее неизвѣстныя, то въ уравненіи теряются 
тѣ корни, которые обращаютъ дѣлителя въ нуль. 

Такъ, уравненіе: 
— 2* — 3 = 2* 2 — 9х + 9 

имѣетъ два корня: х = 3 и х = 4. Если же мы обѣ части урав-
ненія раздѣлимъ на х — 3, то получимъ уравненіе: 

х + 1 = 2х — 3, 

которое имѣетъ только одинъ корень = 4, и которое, слѣдова-
тельно, нетождественно данному. 

§ 113. Эти замѣчанія слѣдуетъ имѣть въ виду при рѣшеніи 
уравненій, содержащихъ неизвѣстныя въ знаменателѣ. Осво-



бождая отъ дробныхъ членовъ, мы легко можемъ получить урав-
неніе, нетождественное данному. Такъ, уравненіе: 

5 _ 3 * — 2 
* - — 4 2 * + 2 2*-f-2 

имѣетъ только одинъ корень = 14. 

Если же мы умножимъ обѣ части уравненія на общаго 
знаменателя (х — 4)(2* + 2), то получимъ уравненіе: 

которое имѣетъ два корня, а именно: я = 14 и * = — 1; слѣдо-
вательно, уравпеніе, нетождественное данному. Поэтому, • при 
рѣшеніи уравненій, содержащихъ неизвѣстныя въ знаменателѣ, 
не достаточно еще найти корни, а надо еще убѣдиться, удовле-
творяютъ ли они данному уравшнію. Для этого надо полученные 
корни подставить вмѣсто неизвѣстныхъ и посмотрѣть, обратится 
ли уравненіе въ тождество или нѣтъ. 

Рѣшеніе уравненій первой степени съ однимъ неизвѣстнымъ. 

§ 114. На основаніи предыдущихъ теоремъ (§ 110 и 111) 
мы можемъ вывести слѣдующее общее правило для рѣшенія 
уравненій первой степени съ однимъ неизвѣстнымъ: 

1) Прежде всего надо освободить уравненіе отъ дробныхъ 
членовъ; 

2) затѣмъ, раскрыть скобки; для этого надо выполнить ука-
занный дѣйствія; 

3) послп, надо перенести неизвѣстные члены въ одну часть 
уравненгя, а извѣстные въ другую; 

4) далгье, надо сдѣлать приведете подобныхъ членовъ; 

5) наконецъ, надо обгь части уравненія раздѣлить на коэф-
фиціентъ при неизвтьстномъ, — и тогда получится количество, 
которому равно искомое неизвѣстное. 

Покажемъ на примѣрѣ, какъ это дѣлается; возьмемъ уравненіе: 

10* + 1 0 = 3 * — 1 2 + * 2 — 6* + 8, 

Г Л А В А II 

25* — 35 3 
J2 



Чтобы рѣшить это уравненіе, 1) сначала освободимъ его отъ 
дробныхъ членовъ; для этого, какъ извѣстно (§ i l l , елѣд. 2), 
надо всѣ члены привести къ общему знаменателю и отбросить 
знаменателя. Получимъ: 

(25* — 35) . 5 + (8 — 3*) . 6 = 49 . 80 — (Зх — 3) . 15. 

2) Затѣмъ, въ полученномъ уравненіи раскроемъ скобки; для 
чего надо выполнить указанныя дѣйствія. Получимъ: 

Г25* — 175 + 18 — 18* = 1470 — 45* + 45. 

3) Далѣе, перенесемъ неизвѣстные члены въ первую часть 
уравненія, а извѣстные во вторую. Получимъ: 

125* — 18* + 45* = 1470 + 45 + 175 — 18. 
4) Теперь сдѣлаемъ приведете подобныхъ членовъ. По-

лучимъ: 
152* = 1672. 

5) Наконецъ, чтобы найти * , надо 1672 раздѣлить на 152. 
Получимъ: 

1672 * — - = 11. 152 
Если бы мы пожелали убѣдиться, удовлетворяетъ ли най-

денный корень данному уравненію, то должны подставить его въ 
данное уравненіе вмѣсто * и посмотрѣть, обратится ли оно въ 
тождество. Сдѣлаемъ это: 

25 . 11 — 35 j 3 — 3 . 1 1 _ х 3 . 1 1 — 3 
_ Н _ 4 

откуда: 
20 — 3 = 24| — 7-Ь ИЛИ 17 = 17. 

§ 115 Не всякое, понятно, уравненіе требуетъ соблюденія 
всѣхъ указанныхъ выше пріемовъ. Нѣкоторые изъ пріемовъ 
опускаются, такъ какъ въ нихъ не встрѣчается надобности. 
Такъ, если въ уравненіи нѣтъ дробныхъ членовъ, то первый 
пріемъ опускается; если нѣтъ скобокъ, то опускается второй 
пріемъ и т. д. Покажемъ важнѣйшіе случаи рѣшенія уравненій 
на примѣрахъ. 

I. 5* — 4 = 9* — 40. 
Въ этомъ примѣрѣ опускаются два первые пріема: 

3) 5* — 9* = — 40 -f 4. 
4) — 4 * = — 36. 

— 36 л 
5 ) * = — = 9. 



Замѣтимъ, что послѣ приведенія у насъ получился ліри * 
отрицательный коэффиціентъ. В ъ данномъ случаѣ для удобства 
надо* перемѣнить знаки у членовъ уравненія: 

36 
— 4 * = — 3 6 ; получимъ 4 * = 3 6 , откуда * = — = 9 . 

п . 1 3 3 
12* — 18 12* — S 

Общій знаменатель равенъ 12(2*—3) (Зх—2). 

1) 13 . 2 . (За:—2)=8 . 3(2*—3). 
2) 7 8 * — 5 2 = 1 8 * — 2 7 . 
3) 7 8 * — 1 8 * = — 2 7 + 5 2 . 
4) 6 0 * = 2 5 . 

25 5 
0 ) * =60=12 

Повѣрка: 

13 3 . 13 3 
12 . А — 1 8 12 . jf*2— 8 5 — 18 5 

• 1 = — 1 . 

TIT х ^ х 

* * — 2 3*—2 2 — * ~ 

2 х 
Перемѣнивъ знаки в ъ знаменателѣ дроби - и въ самой 

дроби, получимъ: 
* — 1 6 * + 2 2 * 

1. 
* — 2 ' 3 * — 2 * — 5 

Общій знаменатель = ( * — 2) (3* — 2). 

1) ( * — 1) (3 * — 2) + ( 6 * + 2) ( * — 2) — 2* (3* — 2) = (*—2) . 
. ( 3 * — 2 ) . 

2) 3*2 — 5 * + 2 + б * 2 — 1 0 * — 4 — б * 2 + 4 * = З*2 — 8 * + 4 . 
3) З* 2 — 5 * + б* 2 — 10* — б* 2 + 4 * — 3 * 2 + 8 * = 4 — 2 + 4 . 
4) — 3 * = 6 ИЛИ 3 * = — 6. 
5) * = — 6 : 3 = — 2. 

Повѣрка: L 

— 3 t — 10 , — 4 , 
— = 1, откуда 1 = 1. — 4 ' — 8 



Буквенный уравненія рѣшаются такимъ же образомъ, какъ 
и численныя, съ тою лишь разницею, что по перенесеніи членовъ 
неизвѣстнсе выносится, какъ общій множитель, за скобки. 

jy ас2 -j- # ах + b2 

с b 

1) (ac* + x)b = (ах + b2)c, 
2) abc2 + bx = acx + b2c. 
3) bx — acx — b2c — abc2. 
4) x(b —ac) = b2c — abc2. 

b2c — abc2 bc{b — ac) , 
5) * ' = be. 

b — ac b — ac 
tt x. ' ac2 be abc + b2 

Повѣрка: — = — — — , откуда тождество: 

ас + b — ас + b. 

У а2 + х а2 — л: 4апх 2а2 — 2п2 

п2—X п2 + х п4 — X2 

Общій знаменатель = п4- — х2. 

1) (а2 + х) (п2 + х) — (а2 — х) (п2 — х) — ±апх + 2а2 — 2п2 . 

2) а*п* + а2х +п2х+х2— а2п2 + а2х + п*х — х2 = 4апх+2а2—2п*. 

Въ этомъ уравненіи сдѣлаемъ п р и в е д е т е : 

2 а2х + 2 п2х = 4 апх + 2а2 — 2п2. 

Сокративъ послѣднее уравненіе на 2, получимъ: 

а2х + п2х = 2апх + а2 — п2. 

3) а2х + wPx — 2 апх = а2—п2. 
4) х(а2 4- п2 — 2ап) = а2 — п2. 

а2 — п2 (а-\-п) (а — п) а + п 5) а 2 +я 2 —2ап (а — я)2 а -

Задачи: 1181. х + 3 = 7. 1182. * — 7 = 1. 
1183. 9 — х = 4. 1184. Зх = 12. 
1185. 2 * + 7 = 13. 1186. 5х— 3 = 17. 
1187. 7 — 6х = 1. 1188. 100 — 10х = 19 — х. 
1189. Ьх + 2 - f * = 20. 1190. 7 — Зх + х = 7. 
1191. 18 + 8 * = 27 + Ьх. 1192. 17 — х — Чх — 7. 



1193. f = 4 . 1194. - = 9. 
' X 

1195. | + 8 = 1 3 . 1196. \ х + \ 

1197. I (7л—10)—1(50—*)=20. 

1198. 3х+'1(х + 3)— ^-Шж — 37) = 5 . 
о 2 

1199. § ( 3 * — 5) — 1 = f Щ — 2 х ) + * . 
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Г Л А В А I I I . 

Составпеніе уравненій. 

§ 116. При помощи уравненій рѣшается масса ариѳмети-
ческихъ задачъ всевозможнаго рода. Извѣстно, что всякая ариѳ-
метическая задача состоитъ въ томъ, что по нѣсколькимъ извѣст-
нымъ величинамъ и по той зависимости, которая существуетъ 
между извѣстными и неизвѣстными, находятся неизвѣстныя 
величины. Зависимость между извѣстными и неизвѣстнымп 
задачи всегда приводить къ составленію формулъ: равенства 
или неравенства. И тѣ задачи, в ъ которыхъ соотношенія между 
извѣстными и неизвѣстными можно выразить равенствомъ, рѣша-
ются при помощи уравненій. 



Чтобы рѣшдть какую-либо задачу при помощи уравненій, 
сначала надо изъ условія задачи составить уравненіз, затѣмъ 
рѣшить уравненіе, — тогда мы получимъ величину искомаго 
неизвѣстнаго. — Намъ уже извѣстно, какимъ образомъ рѣша-
ются уравненія первой степени съ однимъ неизвѣстнымъ; раз-
смотримъ теперь, какъ составляются уравненія изъ условій 
задачи. 

Чтобы составить уравненіе изъ условій задачи, прежде всего 
обозначаютъ искомыя неизвѣстныя буквами х, у, z и т. п., и 
затѣмъ производятъ падъ этими буквами всѣ дѣйствія, которыя 
потребовались бы для повѣрки рѣшенія, если бы неизвѣстныя 
были уже найдены. Поступая такимъ образомъ, мы можемъ по-
лучить два выраженія, которыя по смыслу должны быть равными. 
Соединивъ такія выраженія знакомъ равенства, мы получимъ 
уравненіе, которое остается рѣшить, чтобы получить искомое 
неизвестное. 

Покажемъ на примѣрахъ, какъ это дѣлается. 
1. І(акое число надо придать къ числителю и знаменателю 

дроби isj чтобы получить f? 
Обозначимъ искомое число черезъ х; тогда числитель дроби, 

которая должна получиться, когда мы придадимъ искомое число 
къ обоимъ членамъ дроби, будетъ: 3 + х, а знаменатель: 16 + * ; 

самая же дробь выразится черезъ: ' Это послѣднее выра-

женіе, по усяовію задачи, должно равняться •£; слѣдовательно, 
у насъ получилось уравненіе: 

3 + * з 
16 + * 4* 

Рѣшивъ его, найдемъ, что * = 36, т.-е., къ числителю и 
знаменателю дроби г 6 надо придать по 36, чтобы получить 
Дѣйствительно, придавъ къ числителю и знаменателю данной 

39 3 
дроби по 36, получимъ дрооь: — =—• 

4: 
Рѣшимъ эту задачу въ общемъ видѣ . 

К&кое число надо придать къ числителю и знаменателю дроби 

чтобы получить дробь 

Разсуждая попредыдущему, получимъ уравненіе: 
а + * т 

b + х~п 



Рѣшивъ его, найдемъ слѣдующее общее рѣпіеніе для данной 

Ъпг — an 
задачи: * т 

2. Отцу 45 лѣтъ, а сыну і}. Черезъ сколько лгьшъ отецъ 
будетъ вдвое старше сына? 

Положимъ, что отецъ будетъ вдвое старте сына черезъ * 
лѣтъ. Тогда отецъ будетъ имѣть 45 + * лѣтъ, а сынъ 13 + х. 
Но, по условію задачи, число лѣтъ отца должно быть въ два раза 
больше числа лѣтъ сына; слѣдовательно, выраженіе: 45 + * въ 
два раза больше выраженія: 13 + х. Чтобы эти выраженія были 
равны, надо первое раздѣлить на 2; получимъ уравненіе: 

Рѣшивъ его, найдемъ, что х = 19, т.-е., черезъ 19 лѣтъ отецъ 
будетъ вдвое старше сына. Дѣйствительно, черезъ 19 лѣтъ 
сыну будетъ 13 + 19 = 32 года, а отцу 4 5 + 19 = 64 года, т.-е., 
въ два раза болѣе. 

3. Въ бассейнъ проведены 2 трубы. Черезъ первую трубу 
онъ можетъ наполниться въ 24 часа, а черезъ вторую въ 36 часовъ. 
Во сколько часовъ бассейнъ наполнится, если открыть обѣ трубы? 

Обозначимъ искомое число часовъ черезъ х. Такъ какъ 
черезъ первую трубу весь бассейнъ наполняется въ 24 часа, то 
въ одинъ часъ вливается черезъ эту трубу 2L4 часть бассейна, 

х 
а въ х часовъ:— частей. Черезъ вторую трубу въ 1 часъ вли-

с 
вается Д часть бассейна, а въ * часовъ: частей. Черезъ обѣ 

оЬ 
же трубы въ * часовъ вольется частей, что, согласно 

24 оо 
условію задачи, должно равняться объему полнаго бассейна. 

Слѣдовательно, мы имѣемъ уравненіе: 

* . + * . = i . 
24 36 

Рѣшивъ его, найдемъ, что * = 14,4, т.-е., бассейнъ черезъ 
обѣ трубы наполнится въ 14,4 часа. 



Рѣшимъ эту задачу в ъ общемъ видѣ . 
Въ бассейнъ проведены 2 труби. Черезъ первую трубу онъ 

можетъ наполниться въ а часовъ, а черезъ вторую въ Ь часовъ. 
Во сколько часовъ бассейнъ наполнится., если открыть обѣ трубы? 

Разсуждая попредыдущему. получимъ уравненіе: 

а о 

Рѣпіивъ его, найдемъ, что х =7 -7—* 
о-\-а 

4. По скольку процентовъ надо отдать капиталы въ 16000 
руб. и 10000 руб., чтобы черезъ 4 года процентныя деньги съ пер-
ваго были на 1200 рублей болѣе, чѣмъ со второго капитала? 

Пусть оба капитала отданы по х°/о. Тогда 100 рублей пер-
ваго капитала в ъ 4 года принесутъ процентяыхъ денегъ 4 * руб., 
а 15000 р. принесутъ 4 х . 150 рублей. Второй же капиталъ в ъ то 
я^е время привесетъ процентныхъ денегъ 4 * . 100 руб. Но, по 
условію задачи, первыя процентныя деньги больше вторыхъ на 
1200 р.; слѣдовательно, имѣемъ уравненіе: 

4 х . 150 — 4 х . 100 = 1200 

Рѣшивъ его, получимъ, что х = б, т.-е., капиталы надо 
отдать по б°/о. 

Рѣшимъ эту задачу в ъ общемъ видѣ. 
По скольку процентовъ надо отдать капиталы въ а и Ь 

рублей, чтобы черезъ т лѣтъ процентныя деньги съ перваго капи-
тала превышали процентныя деньги со еторого капитала на d 
рублей ? 

Пусть капиталы отданы по Тогда первый капиталъ в ъ 
у . х. а, т „ ^ 

т лѣтъ принесетъ процентныхъ денегъ — рублей, а второй 

х. Ъ . т * 
T o o - р у б " 

По условію же задачи, первая прибыль должна быть болѣе 
второй на d руб.; слѣдовательно, мы имѣемъ уравненіе: 

а т х Ътх = d. 
1UU 1UU 

1 Г\Г\Л 
Откуда х = 

т(а—Ь) 

§ 117. До сихъ поръ мы рѣшали такія задачи, въ кото-
рыхъ требовалось найти одно неизвѣстное. Но часто при помощи 
уравненій первой степени съ однимъ неизвѣстнымъ рѣшаются 



л такія задачи, въ которыхъ прпходится находить два и болѣе 
неизвѣстныхъ. Возможно это бываетъ тогда, когда зависимость 
между неизвѣстными настолько проста, что н ѣ т ъ надобности 
каждое неизвѣстное обозначать отдѣльными буквами. Напр.: 

1. Найти два числа, сумма которыхъ равна 1200, а 
разность 300? 

Если мы большее изъ искомыхъ чиселъ обозначимъ черезъ 
* , то меньшее будетъ равно: 1200 — * . Изъ .условія задачи 
имѣемъ уравненіе: 

* — (1200 — * ) = 300. 

Откуда * = 750, а меньшее число равно 1200 — * = 450. 

2. Изъ двухъ сортовъ вина въ 10 руб. и j руб. 20 коп. ведро 
составлено 70 ведеръ смѣси,цѣною каждое ведро 8 руб. 40 коп. 
Сколько ведеръ взято отъ каждаго сорта? 

Обозначивъ число ведеръ перваго сорта черезъ * , получимъ, 
что второго сорта было 70 — * ведеръ. Тогда вино перваго сорта 
стоило 10* руб., а вино второго сорта: 7,2(70—*). Вся смѣсь 
стоила: 10*+7 ,2 (70—*) , а одно ведро смѣси стоило в ъ 70 разъ 

10* + 7,2(70—*). ~ ѵ 
меньше, а именно: ! — ' Это послѣднее выраженіе, 

по условію задачи, равно 8,4. Слѣдовательно, имѣемъ уравненіе: 
1 0 * + 7 , 2 ( 7 0 — * ) 

70 = 8 ' 4 ' 

Рѣшивъ его, получимъ, что * = 30, т.-е., перваго сорта вина 
было взято 30 ведеръ, а второго 7 0 — 3 0 = 4 0 ведеръ. 

3. Найти двузначное число, сумма цифръ котораго равна ij; 
если же цифры его написать въ обратномъ порядкѣ, то полу-
чится число, которое на 27 меньше искомаго числа. 

Обозначивъ цифру десятковъ черезъ * , получимъ, что цифра 
единицъ будетъ равна 13—*. Самое же число будетъ равно: 10* + 
+ (13—*). Когда же мы перемѣнимъ порядокъ цифръ, то получимъ 
число: 1 0 ( 1 3 — * ) + * , которое, по условію, на 27 меньше искомаго 
числа. Слѣдовательно, мы имѣемъ уравненіе: 

[10* + (13 — *)] — [10(13—*) + * ] = 27. 

Откуда •* = 8, т.-е., десятки искомаго числа обозначаются 
цифрой 8, а единицы 1 3 — 8 = 5 ; самое же искомое число равно 
85. Дѣйствительно, 8 5 — 5 8 = 2 7 . 

4. Мать купила нѣсколько оргьховъ и раздѣлила ихъ между 
дѣтьми такъ: старшему дала 10 орѣховъ и -4- остатка, второму 
20 орѣховъ и і новаго остатка, третьему 30 оргьхоѳъ и \ новаго 



остатка и т. д.; меньшему она отдала всѣ остальные орѣхи. 
Оказалось., что всѣ дѣти получили поровну. Сколько было куплено 
оргъховъ, сколько получило каждое дитя и сколько было дгьтей? 

В ъ этой задачѣ приходится найти три неизвѣстныхъ. Обо-
значимъ число орѣховъ черезъ х9 тогда старшій ребенокъ полу-

х — 1 0 
чилъ 10 Н — орѣховъ, второй же 20 орѣховъ и еще £ остатка; 

чтобы получить этотъ остатокъ, мы должны отъ всего количе-
ства орѣховъ отнять то, что получилъ старшій, и еще 20 орѣ-
ховъ, которые получилъ второй, т.-е., остатокъ равенъ: х — 

^10 + — 2 0 - Слѣдовательно, второй ребенокъ получилъ 20-f-

1 И это послѣднее выраженіе, по условію 
4 

задачи, должно равняться тому, что получилъ старшій, т.-е., ю- { -
X — 1 0 т т 
— . Итакъ, мы получили уравненіе: 

* — / 1 0 
10 + ^ = 2 0 -

Рѣшивъ его, получимъ, что * = 90, т.-е., мать купила 90 
орѣховъ. Первый же ребенокъ (и вообще каждый) получилъ 

10 + * ~ 1 D = 10 + 9 ° ~ 1 Q = 30. Число же дѣтей было ^ = 3. 
~fc ~t (30 

Задачи: 1386. Я задумалъ число; если къ f- этого числа 
прибавить 120, то получится задуманное число. Какое число я 
задумалъ? 

1387. Если отъ I нѣкотораго числа отнять 60, то полу-
ченная разность на 80 будетъ меньше искомаго числа. Найти это 
число. 

1388. Найти число, которое увеличивается на 12, если мы 
умножимъ его на 16. 

1389. Если неизвѣстное раздѣлимъ на 7 и къ частному 
придадимъ 60, то получимъ число, в ъ 3 раза большее искомаго 
числа. Найти это число. 

1390. Найти число, которое уменьшается на 6,5, если мы 
раздѣлимъ его на 3,6. 

1391. На какое число надо раздѣлить 720, чтобы получить 
в ъ частномъ 10 и в ъ остаткѣ 10? 

1392. Если къ А задуманнаго числа придать | его и полу-
ченную сумму раздѣлить на 4, то в ъ частномъ получится число, 
которое на 638 меньше задуманнаго числа. Найти задуманное число. 



1393. Найти число по слѣдующимъ условіямъ: если отъ 
него отнимемъ 200, разность увеличимъ въ 6 разъ и въ полу-
ченномъ числѣ зачеркнемъ на мѣстѣ единицъ нуль, то получится 
число на 246 меньше искомаго числа. 

1394. Найти число по слѣдующимъ условіямъ: если къ нему 
прибавимъ 15, сумму раздѣлимъ на 23 и въ частномъ отбросимъ 
число единицъ, равное 4, то получимъ 2. 

1395. Сколько разъ надо къ числу 320 прибавлять по 5,(3) 
и къ 404 по чтобы первая сумма превышала вторую на 1? 

1396. Какое число надо отнять 9 разъ отъ 460 и 15 разъ 
отъ 748, чтобы первая разность превышала вторую на 8? 

1397. Какое число надо придать къ числителю дроби 
чтобы получить дробь f ? 

1398. Какое число надо придать къ числителю и знаме-
нателю дроби Д , -эдобы получить дробь f ? 

1399. Какое число надо отнять отъ числителя и знамена-
теля дроби I I , чтобы получить дробь •§•? 

1400. Сколько разъ надо къ числителю дроби приба-
влять по 15 и къ знаменателю по 16, чтобы получить дробь -§§-? 

1401. Нѣкто истратилъ на покупку книгъ f и на покупку 
бумаги Д своихъ денегъ. Сколько онъ имѣлъ денегъ, если у 
него осталось еще 14 руб. 30 коп.? 

1402. Помѣщикъ купилъ домъ, имѣніе и дачу. За домъ онъ 
заплатилъ & своихъ денегъ, за дачу f того, что за домъ, и за 
имѣніе половину своихъ денегъ. Сколько у помѣщика было 
денегъ, если у него послѣ покупокъ осталось еще 7000 рублей? 

1403. Трое желаютъ купить имѣніе. Одинъ можетъ уплатить 
\ требуемой суммы, другой f- и третій Д . Сколько стоитъ имѣніе, 
если извѣстно, что послѣ покупки у нихъ осталось 21500 рублей? 

1404. Нѣкто третью часть своихъ доходовъ тратитъ на 
столъ, £ на одежду, Д на другіе расходы. Какъ великъ его 
доходъ, если онъ сберегаетъ еще въ годъ 636 рублей? 

1405. Игрокъ въ первую игру проигралъ | своихъ денегъ 
во вторую выигралъ ^ и въ третью опять дроигралъ 2-0 своихъ 
денегъ. Сколько онъ имѣлъ денегъ съ собою, если по окончаніи 
игры у него осталось 39 рублей? 

1406. Разносчикъ продалъ въ первый разъ \ бывніихъ у 
него апельсинъ и еще 5 апельсинъ, потомъ і оставшихся и еще 
2 апельсина, и въ третій разъ Д оставшихся ж еще 20 апель-
синъ. Сколько апельсинъ онъ имѣлъ, если послѣ продажи 
у него еще осталось Д частей прежняго количества? 

1407. Изъ бассейна сначала отлили \ всего количества воды 
и еще 50 ведеръ, потомъ -§• остатка и еще 60 ведеръ и наконецъ 
f новаго остатка и еще 8 ведеръ. Сколько ведеръ воды было въ 
бассейнѣ, если въ немъ осталась 2\ часть всего количества воды? 

1408. Я задумалъ число; если я прибавлю къ нему 8 и» 
полученную сумму раздѣлю на 81, то частное будетъ на 94 меньше 
і задуманнаго числа. Какое число я задумалъ? 



1409. Купецъ, продавъ товаръ за 7551,6 рубля, получилъ 
1б°/о прибыли. Сколько ему самому стоилъ товаръ? 

1410. Какой капиталъ, отданный по 6°/о*), въ Ц мѣсяца 
приноситъ 2736 рублей процентныхъ денегъ? 

1411. Нѣкто отдалъ своего капитала по 5°/о, -§* капитала 
по 4°/о и остальную часть по 7%. Какой капиталъ онъ имѣлъ, 
если общая прибыль со всѣхъ частей въ 1 годъ равна 2030 р.? 

1412. Помѣщикъ продалъ имѣніе и Д вырученной суммы 
положилъ въ банкъ по Ц°/о; на f частей оставшихся денегъ 
купилъ по номинальной цѣнѣ процентныхъ бумагъ, принося-
щихъ 4°/о годового дохода, а остальную сумму отдалъ въ долгъ 
по 9%. За сколько онъ продалъ имѣніе, если извѣстно, что 
общая прибыль со всего капитала въ пять лѣтъ равна 8740 руб.? 

1413. Нѣкто отдѣлъ г6 своего капитала по 8 % и остальную 
часть по 9°/о. Определить капиталъ, если извѣстно, что прибыль, 
полученная съ первой части въ 5 мѣсяцевъ, превышаетъ при-
быль, полученную со второй части въ 4 мѣсяца, на 4 р. 50 коп. 

1414. По скольку процентовъ надо отдать капиталы: 6800 р. 
и 5200 рублей, чтобы прибыль съ перваго въ четыре года пре-
вышала прибыль со второго капитала въ 5 лѣтъ на 60 рублей? 

1415. Капиталъ въ 54000 рублей былъ раздѣленъ на двѣ 
части, изъ которыхъ первая превышала вторую на 8000 рублей. 
Первая часть была отдана въ долгъ по 6%, а вторая по" 8°/о. Во 
сколько времени доходъ съ первой части превысить доходъ со 
второй части на 100 рублей? 

1416. Найти учетъ**) векселя въ 5200 рублей по 6°/о за 10 
мѣсяцевъ до срока. 

1417. По скольку процентовъ данъ вексель, если учетъ 
составляетъ 80 руб. 50 коп. съ 920 руб. за 1 г. 3 мѣсяца до срока? 

1418. За 10 мѣсяцевъ до срока былъ проданъ вексель за 
3022 рубля; при чемъ съ 2-0 вексельной суммы былъ сдѣланъ 
учетъ по 7,5%, а съ остальной по 6%. Опредѣлить валюту векселя. 

1419. Банкиръ учелъ два векселя: одинъ въ 1400 рублей за 
5 мѣсяцевъ до срока, а другой въ 900 руб. за 4 мѣсяца; за 
первый вексель онъ заплатилъ 483 рублями больше, чѣэдъ за 
второй. По скольку процентовъ сдѣланъ учетъ? 

1420. Отцу 44 года, а сыну 8 лѣтъ; черезъ сколько лѣтъ 
отецъ будетъ старше сына въ 4 раза? 

1421. Брату 24 года, а сестрѣ 18 лѣтъ; сколько лѣтъ тому 
назадъ братъ былъ в ъ 4 раза старше сестры? 

1422. В ъ одномъ бассейнѣ 168 ведеръ, а въ другомъ 8 
ведеръ воды. В ъ каждый изъ нихъ проведено по трубѣ, дающей 
въ минуту 8 ведеръ воды. На сколько минутъ надо открыть обѣ 
трубы, чтобы во второмъ бассейнѣ было втрое меньше воды, 
чѣмъ въ первомъ? 

*) Въ этой и слѣдующихъ задачахъ проценты разумѣются простые. 
**) Учетъ въ этой и слѣдующихъ задачахъ разумѣется коммерческий. 



1423. В ъ одномъ бассейнѣ 600 ведеръ, а в ъ другомъ 520 
ведеръ воды. Сколько разъ надо изъ каждаго выливать по 5 ведеръ, 
чтобы въ первомъ бассейнѣ осталось в ъ 5 разъ болѣе воды, чѣмъ 
во второмъ? 

1424. Въ одномъ резервуарѣ было 640 ведеръ, а въ другомъ 
120 ведеръ воды. Изъ перваго вылили вдвое больше воды, чѣмъ 
ко второму прилили, и, несмотря на это, в ъ первомъ оказалось 
втрое больше воды, чѣмъ во второмъ. Сколько ведеръ воды 
вылили изъ перваго резервуара? 

1425. Для перевозки 40 зеркалъ нанятъ извозчикъ съ 
условіемъ платить ему 1 р. 25 к. за доставку каждаго зеркала 
въ цѣлости и высчитывать съ него по 6 рублей за каждое раз-
битое зеркало. На дорогѣ извозчикъ разбилъ нѣсколько зеркалъ 
и вслѣдствіе этого получилъ за перевозку только 21 руб. Сколько 
зеркалъ доставилъ онъ в ъ цѣлости? 

1426. Отецъ далъ сыну рѣшить 32 задачи съ условіемъ 
платить ему по 8 коп. за каждую рѣшенную вѣрно задачу и 
высчитывать съ него по 12 коп. за каждую нерѣшенную задачу. 
Сколько задачъ мальчикъ рѣшилъ вѣрно, если онъ получилъ 
отъ отца 1 р. 16 к.? 

1427. Нанятъ рабочій съ условіемъ платить ему по 80 коп. 
за каждый рабочій день и высчитывать съ него по 30 коп. за 
каждый нерабочій день. Сколько было дней рабочихъ, если 
работникъ по прошествіи 50 дней получилъ 27 руб. 90 коп.? 

1428. А и Б играли на билліардѣ съ условіемъ платить 
другъ другу за каждую проигранную партію по 75 коп.; послѣ 
сыгранныхъ 18 партій А получилъ отъ Б 6 рублей. Сколько 
партій проигралъ Б ? 

1429. Сумма двухъ чиселъ равна 156. Чему равно каждое 
число, если извѣстно, что первое больше второго въ 8 разъ? 

1430. Въ двухъ кошелькахъ лежитъ 620 рублей. Сколько 
денегъ в ъ каждомъ, если извѣстно, что въ первомъ в ъ три раза 
меньше, чѣмъ во второмъ? 

1431. Два куска желѣза вѣсятъ 72 фунта. В ѣ с ъ перваго 
относится къ вѣсу второго, какъ 1 1 : 1 3 . Найти в ѣ с ъ каждаго. 

1432. Разность и частное двухъ чиселъ равны 60; найти 
эти числа. 

1433. Сплавъ вѣсомъ въ 4 пуд. 20 фун. состоялъ изъ мѣди 
и олова. Сколько было того и другого металла в ъ сплавѣ , если 
мѣди было на 24 фунта больше олова? 

1434. Когда А истратилъ шестую часть своего капитала, 
а Б пятую часть, то у нихъ осталось поровну. Найти капиталъ 
каждаго, если извѣстно, что вдвоемъ они имѣли 24500 рублей. 

1435. Нѣкто, отдавъ часть своего капитала по 6°/о и другую 
по 4-2"°/О, получаетъ ежегодно дохода 1290 рублей. Какую сумму / 
онъ отдалъ по 6°/о и какую по 4-2-°/о> если весь капиталъ равенъ 
22000 рублямъ? 



1436. Одинъ мальчикъ имѣетъ въ пять разъ болѣе орѣховъ, 
чѣмъ другой. Если онъ дастъ второму 28 орѣховъ, то у обоихъ 
будетъ поровну. Сколько орѣховъ имѣетъ каждый мальчикъ? 

1437. А имѣлъ в ъ три раза болѣе денегъ, чѣмъ Б. Когда 
А проигралъ Б 140 рублей, то у послѣдняго оказалось в ъ пять 
разъ болѣе, чѣмъ у перваго. Сколько денегъ имѣлъ каждый? 

1438. Куплено 200 головъ скота: коровъ и овецъ, за 3608 р. 
Сколько было коровъ и сколько овецъ, если за корову платили 
40 рублей, а за овцу 4 рубля? 

1439. Для починки дома нанято 40 рабочихъ: плотниковъ 
и столяровъ, при чемъ каждый плотникъ получалъ 90 коп. въ 
день, а каждый столяръ 1 руб. 25 коп. Сколько было плотни-
ковъ и сколько столяровъ, если всѣ они въ день получали 
41 руб., 60 коп.? 

1440. Для починки дома нанято 60 рабочихъ: плотниковъ 
и столяровъ, при чемъ каждый плотникъ получалъ по 80 коп., а 
столяръ по 1 руб., 30 коп. въ день. Сколько было тѣхъ и дру-
гихъ рабочихъ, если извѣстно, что плотники за семидневную 
работу получили на 19 руб., 80 коп. больше, чѣмъ столяры за 
десятидневную ? 

1441. Два курьера выѣхали въ одно время изъ двухъ 
городовъ, разстояніе между которыми равно 160 верст., и ѣдутъ 
навстрѣчу другъ другу. Первый проѣзжаетъ въ часъ 12 верстъ, 
а второй 13 верстъ. Черезъ сколько часовъ они встрѣтятся? 

1442. В ъ бассейнъ, вмѣщающій 720 ведеръ, проведено двѣ 
трубы. Черезъ первую трубу вливается въ минуту 6 ведеръ, а 
черезъ вторую — 9 ведеръ. Во сколько времени бассейнъ напол-
нится, если открыть обѣ трубы вмѣстѣ? 

1443. Два поѣзда вышли въ одно время изъ двухъ станцій, 
лежащихъ на разстояніи 228 верстъ, и идутъ въ одну сторону 
со скоростью 35f и 2 6 | версты въ часъ, при чемъ первый поѣздъ 
догоняетъ второй. Во сколько часовъ онъ догонитъ? 

1444. В ъ бассейнъ, вмѣщающій 1080 ведеръ, проведены 
три трубы. Черезъ первую трубу вливается в ъ часъ 120 ведеръ, 
черезъ вторую 160 вед., а черезъ третью вытекаетъ въ часъ 190 
ведеръ. Во сколько часовъ наполнится бассейнъ, если открыть 
в с ѣ трубы сразу? 

1445. Стрѣляли изъ двухъ пушекъ. Одна уже произвела 
40 выстрѣловъ, когда вторая начала дѣйствовать; первая дѣла-
етъ 9 выстрѣловъ въ то время, когда вторая успѣваетъ сдѣлать 
ихъ 7; на каждый зарядъ первой пушки идетъ 30 лотовъ пороху, 
а на зарядъ второй 1 фунтъ, 18 лотовъ. Сколько выстрѣловъ 
должна сдѣлать первая и вторая пушки, чтобы издержать по 
одинаковому количеству пороха? 

1446. Изъ двухъ сортовъ чаю, цѣною въ 1 руб., 50 коп. и 
2 руб., 20 коп., сдѣлано 35 фунтовъ смѣси, стоимостью 1 руб., 
80 коп. фунтъ. Сколько фунтовъ взято отъ каждаго сорта? 

Q 



1447. Сплавъ серебра и мѣди, вѣсомъ въ 37 фунтовъ, 
теряетъ въ водѣ 3 | фунта. Сколько въ немъ того и другого 
металла, если извѣстно, что фунтъ серебра теряетъ въ водѣ ^ 
фунта, а фунтъ мѣди £ ф.? 

1448. Сплавъ изъ золота и серебра, вѣсомъ въ 60 фунтовъ, 
будучи погруженъ въ воду, теряетъ фунта. Сколько в ъ 
немъ того и другого металла, если удѣльный в ѣ с ъ золота 19, 
а серебра 10,5? 

1449. Сплавъ изъ двухъ металловъ вѣситъ в ъ воздухѣ 48 ф., 
а въ водѣ 42 Д фун. Сколько въ немъ того и другого металла, 
если 8 фунтовъ перваго теряютъ въ водѣ f фунта, а 6 фунтовъ 
второго \ фунта? 

1450. Золотыхъ дѣлъ мастеръ имѣетъ золото 72-й и 56-й 
пробы. Сколько золотниковъ отъ каждаго сорта онъ долженъ 
взять, чтобы получить 24 лота золота 60-й пробы? 

1451. Золотыхъ дѣлъ мастеръ имѣетъ 20 фунтовъ серебра 
84-й пробы. Сколько фунтовъ мѣди надо сплавить съ этимъ 
серебромъ, чтобы получить серебро 64-й пробы? 

1452. Въ одной бочкѣ содержится смѣсь, составленная изъ 
70 ведеръ спирту и 30 ведеръ воды. Въ другой же составлена 
смѣсь изъ 10 ведеръ спирта и 24 ведеръ воды. Сколько ведеръ 
смѣси надо перелить изъ первой бочки во вторую, чтобы въ ней 
образовалась смѣсь, содержащая спиртъ и воду поровну? 

1453. Въ бочкѣ помѣщается 15 ведеръ спирту въ 60 гра-
дусовъ. Сколько ведеръ спирту въ 80 градусовъ надо прилить 
въ эту бочку, чтобы получить спиртъ въ 75 градусовъ? 

1454. Въ бочкѣ помѣщается 20 ведеръ спирту въ 90 гра-
дусовъ. Сколько ведеръ спирту въ 40 градусовъ надо прилить 
въ эту бочку, чтобы получить спиртъ въ 65 градусовъ? 

1455. Имѣется два сплава: одинъ состоитъ изъ 38 фунтовъ 
серебра и 12 фунтовъ мѣди, а другой изъ 3 фунтовъ серебра и 
16 фун. мѣди. Со сколькими фунтами перваго сплава надо спла-
вить второй, чтобы получить слитокъ, содержащій серебро и 
мѣдь поровну? 

1456. Сколько надо прибавить серебра 84-й пробы къ 6 
фунтамъ 48-й пробы, чтобы получить сплавъ 72-й пробы? 

1457. Найти двузначное число, сумма дифръ котораго равна 
11; если же цифры этого числа написать въ обратномъ порядкѣ, 
то получимъ число, которое на 27 меньше искомаго. 

1458. Найти двузначное число, единицы котораго въ 4 раза 
больше цифры десятковъ; если же цифры этого числа написать 
въ обратномъ порядкѣ, то получится число, которое на 54 больше 
искомаго. 

1459. Если къ задуманному двузначному числу, сумма 
цифръ котораго равна 13, прибавимъ 45, то получимъ также 
двузначное число, изображенное тѣми же цифрами, но в ъ обрат-
номъ порядкѣ. Найти задуманное число. 



1460. Сумма двухъ двузначныхъ чиселъ равна 84; если же 
къ каждому изъ этихъ чиселъ приписать съ правой стороны 
цифры другого, не измѣняя ихъ порядка, то полученныя такимъ 
образомъ четырехзначныя числа будутъ относиться между собою 
какъ 403 : 304. Найти эти числа. 

1461. Я задумалъ число; если къ нему припишемъ справа 
9, къ результату прибавимъ 25; затѣмъ, къ полученной суммѣ 
припишемъ справа опять 9 и къ результату прибавимъ 3; нако-
нецъ, полученную сумму раздѣлимъна 24 и въ частномъ зачер-
кнемъ число единицъ, равное задуманному числу, то получимъ 
4. Какое число я задумалъ? 

1462. Я задумалъ однозначное число; если приписать къ 
нему справа 7 и къ результату прибавить 2; затѣмъ, къ полу-
ченному числу приписать справа 5 и прибавить единицу; нако-
нецъ, полученную сумму раздѣлить на 12, — то въ частномъ 
получится двузначное число, десятки и единицы котораго будутъ 
изображены задуманнымъ числомъ. Какое число я задумалъ? 

1463. В ъ бассейнъ проведены двѣ трубы; черезъ первую 
можетъ онъ наполниться въ 12 часовъ, а черезъ вторую въ 16 
часовъ. Черезъ сколько часовъ наполнится пустой бассейнъ, 
если открыть обѣ трубы? 

1464. Для переписки одного сочиненія наняты два писца. 
Одинъ берется окончить работу въ 7 | часовъ, а другой въ 5 
часовъ. Во сколько часовъ они могутъ кончить работу вмѣстѣ? 

1465. Два работника могутъ окончить нѣкоторую работу въ 
9 часовъ, одинъ же второй можетъ окончить ее въ 15 часовъ. 
Во сколько часовъ можетъ окончить эту работу первый работникъ? 

1466. В ъ бассейнъ проведены двѣ трубы; черезъ первую 
трубу онъ можетъ наполниться въ 8 часовъ, а черезъ вторую 
вся вода можетъ вытечь въ 12 часовъ. Во сколько времени 
можетъ наполниться пустой бассейнъ, если открыть обѣ трубы 
сразу? 

1467. Въ бассейнъ проведены три трубы; черезъ первую 
трубу бассейнъ можетъ наполниться въ б часовъ, черезъ вторую 
въ 8 часовъ, а черезъ третью вся вода можетъ вытечь въ 4 часа. 
Во сколько времени можетъ наполниться бассейнъ, если открыть 
в с ѣ трубы вмѣстѣ? 

1468. Изъ города А выѣхали два курьера и ѣдутъ по одному 
направленію со скоростью: первый 10 верстъ въ часъ, а второй 
— 12 верстъ. На какомъ разстояніи отъ А второй догонитъ 
перваго, если извѣстно, что первый выѣхалъ раньте второго на 
6 часовъ? 

1469. Изъ двухъ станцій А и Б, находящихся на разстояніи 
120 верстъ, вышли в ъ одно время два поѣзда и двигаются въ 
одну сторону такъ, что поѣздъ, вышедшій изъ А, догоняетъ 
поѣздъ, вышедшій изъ Б. На какомъ разстояніи отъ Б догонитъ 
первый поѣздъ, если в ъ часъ онъ проходитъ 36 верстъ, а второй 
въ часъ проходитъ 28 верстъ? 



1470. Въ бассейнъ проведены 3 трубы; черезъ первую онъ 
наполняется въ 4 часа, черезъ вторую вода вся можетъ вытечь 
въ 5 часовъ и черезъ третью въ 6 часовъ. Во сколько времени 
опорожнится полный бассейнъ, если открыть сразу всѣ трубы? 

1471. Въ 12 часовъ стрѣлки часовъ совпадаютъ. Когда и 
сколько разъ въ теченіе полусутокъ минутная и часовая стрѣлки 
опять будутъ вмѣстѣ? 

1472. Въ шесть часовъ минутная и часовая стрѣлки обра-
зуютъ прямую линію. Когда въ первый разъ послѣ 6 часовъ 
стрѣлки опять будутъ стоять по противоположнымъ направленіямъ? 

1473. Купедъ имѣлъ кусокъ сукна и разсчиталъ, что если 
онъ станетъ продавать сукно по 6 рублей аршинъ, то понесетъ 
убытка на всемъ кускѣ 12 рублей; если же станетъ продавать по 
7 рублей, 50 коп., то получитъ 24 руб. прибыли. Сколько было 
аршинъ сукна въ кускѣ? 

1474. Нѣкоторая сумма денегъ раздѣлена между 3 лицами 
такъ, что первый получилъ всей суммы безъ 400 рублей, второй 
f всей суммы безъ 200 рублей и третій f- всей суммы безъ 130 
рублей. Какъ велика была сумма, и сколько получилъ каждый? 

1475. Нѣсколько лицъ получили наслѣдство и раздѣлили 
его такъ: первый получилъ 1000 руб. и і часть остатка, второй 
2000 руб. и I часть новаго остатка, третій 3000 руб. и і часть 
слѣдующаго остатка и т. д. Оказалось, что в с ѣ получили поровну. 
Какъ велико было наслѣдство, сколько было наслѣдниковъ и 
сколько получилъ каждый? 

1476. Нѣсколько лицъ получили наслѣдство и раздѣлили 
его такъ: первый получилъ £ всего наслѣдства и еще 1000 рублей, 
второй і остатка и 2000 руб., третій і слѣдующаго остатка и 
3000 руб. и т. д. Оказалось, что всѣ получили поровну. Какъ 
велико было наслѣдство, сколько было наслѣдниковъ и сколько 
получилъ каждый? 

1477. Сумма двухъ чиселъ 64, а разность квадратовъ ихъ 
512. Найти эти числа. 

1478. Разность двухъ чиселъ равна 65, а разность квадра-
товъ ихъ = 6305. Найти эти числа. 

1479. - Площадь квадрата увеличивается на 144 квадр. фута, 
если каждую сторону его увеличить на 2 фута. Чему равна 
сторона квадрата ? 

1480. Площадь квадрата уменьшается на 1248 квадратныхъ 
аршинъ, если каждую сторону его уменыпимъ на 16 аршинъ. 
Чему равна сторона квадрата? 

1481. Сумма двухъ сторонъ прямоугольника равна 25 фу-
тамъ. Найти эти стороны, если извѣстно, что площадь прямоу-
гольника увеличится на 140 кв. футовъ, если одну сторону уве-
личить на 4 фута, а другую на 5 футовъ? 

1482 Периметръ прямоугольника равенъ 80 аршивамъ. 
Найти стороны его, если извѣстно, что площадь его уменьшается 
на 115 кв. аршинъ, если мы основаніе его увеличимъ на 7 
аршинъ, а высоту уменыпимъ на 5 аршинъ. 



1483. Периметръ прямоугольнаго треугольника равенъ 40 
футамъ, а одинъ катетъ 8 футамъ. Найти гипотенузу. 

1484. Периметръ прямоугольнаго треугольника равенъ 115 
аршинамъ, а одинъ катетъ 15 арш. Чему равна гипотенуза? 

1485. Периметръ прямоугольнаго треугольника равенъ 16 
дюймамъ, а перпендикуляръ, опущенный на гипотенузу изъ вер-
шины прямого угла, 4 дюймамъ. Найти гипотенузу. (См. задачу 
Иг 1515.) 

1486. Площадь круга увеличивается на 100 кв. дюймовъ 
при увеличеніи радіуса на одинъ дюймъ. Найти радіусъ круга. 
(л = 3,14). 

Задачи в ъ общемъ видѣ : 

14S7. Я задумалъ число; если къ — части его прибавить а, 
п 

то получится задуманное число. Какое число я задумалъ? 
1488. Найти число, которое увеличится на а, если мы 

умножимъ его на Ъ. 
1489. Нѣкто истратилъ на покупку книгъ— и на покупку 

бумаги ~ часть своихъ денегъ. Сколько онъ имѣлъ денегъ, если 
п 

у него осталось а руб.? 

1490. Игрокъ въ первую игру проигралъ ~ часть своихъ 

1 
денегъ, во вторую выигралъ - и квъ третью опять проигралъ 

УЬ 
\ часть своихъ денегъ. Сколько онъ имѣлъ денегъ съ собою, р 
если послѣ игры у него оказалось а рублей? 

1491. Какой капиталъ надо отдать по /°/о на t лѣтъ, чтобы 
онъ принесъ процентныхъ денегъ а рублей? 

1492. Нѣкто отдалъ — часть своего капитала по > % , -
т fi 

часть по /і°/о и остальную часть по Какой онъ имѣлъ капи-
талъ, если общая прибыль со всѣхъ трехъ частей въ одинъ годъ 
равна а руб.? 

1493. Найти учетъ векселя въ а руб., уилоченнаго за / 
мѣсяцевъ до срока по 

1494. По скольку процентовъ данъ вексель, если учетъ 
составляетъ а руб. съ с руб. за t лѣтъ до срока? 

1495. Въ одномъ бассейнѣ а ведеръ, а въ другомъ Ъ ведеръ 
воды. Въ каждый изъ нихъ проведено по трубѣ, дающей въ 
минуту по с ведеръ воды. На сколько минутъ надо открыть обѣ 
трубы, чтобы во второмъ бассейнѣ было въ п разъ меньше воды, 
чѣмъ въ первомъ? 

1496. Отецъ далъ сыну рѣшить а задачъ съ условіемъ 
платить ему по ш коп. за каждую рѣшенную вѣрно задачу и 



высчитывать съ него по b коп. за каждую не рѣшенную задачу. 
Сколько задачъ рѣпшлъ мальчикъ вѣрно, если онъ получилъ 
отъ отца р коп;? 

1497. Въ двухъ кошелькахъ лежитъ а руб. Сколько денегъ 
въ каждомъ, если извѣстно, что въ первомъ в ъ п разъ меньше,, 
чѣмъ во второмъ? 

1498. Разность и частное двухъ чиселъ равно а; найти 
эти числа. 

1499. Когда А истратилъ ~ часть своего капитала, а Б 

~ часть, то у нихъ осталось поровну. Найти капиталъ каждаго, 
п 
если извѣстно, что вдвоемъ они имѣлд а рублей. 

1500. Для починки дома нанято а рабочихъ: плотниковъ и 
столяровъ, при чемъ каждый плотникъ получалъ по k копеекъ, 
а столяръ по k 1 коп. въ день. Сколько было тѣхъ и другихъ 
рабочихъ, если извѣстно, что плотники за т дней работы полу-
чили на Ъ рублей болѣе, чѣмъ столяры за п дней работы? 

1501. Два тѣла движутся навстрѣчу одно другому изъ 
двухъ мѣстъ, лежащихъ на разстояніи d футовъ. Первое дви-
жется со скоростью ѵ футовъ въ секунду, а второе ѵі фут. въ 
секунду. Черезъ сколько секундъ они встрѣтятся? 

1502. Два поѣзда вышли въ одно время изъ двухъ станцій, 
разстояніе между которыми = а вер., и идутъ въ одну сторону 
со скоростью ѵг и Ѵ2 верстъ въ часъ, при чемъ первый поѣздъ 
догоняетъ второй. Черезъ сколько часовъ онъ догонитъ? 

1503. Изъ двухъ сортовъ чаю въ а руб. и b руб. за фунтъ 
составлено s фунтовъ смѣси по с рублей за фунтъ. Сколько взято 
чаю отъ каждаго сорта? 

1504. а фунтовъ сплава изъ двухъ металловъ вѣсятъ въ 
водѣ k фунтовъ. Сколько въ немъ того и другого металла, если 
Ъ фун. перваго теряютъ въ водѣ ѵ фунтовъ и Ьі фунт, второго 
теряютъ ѵі фунтовъ? 

1505. Въ одной бочкѣ содержится смѣсь, состоящая изъ а 
ведеръ спирта и Ъ ведеръ воды. Въ другой же составлена смѣсь 
изъ аі ведеръ спирта и Ьі ведеръ воды. Сколько ведеръ смѣси 
надо перелить изъ первой бочки во вторую, чтобы образовать 
смѣсь, содержащую спиртъ и воду поровну? 

1506. Сколько надо прибавить серебра 80-й пробы къ а 
фунтамъ 48-й пробы, чтобы получить сплавъ 72-й пробы? 

1507. Въ бассейнъ проведены двѣ трубы; черезъ первую 
трубу онъ можетъ наполниться в ъ а часовъ, а черезъ вторую 
вся вода можетъ вытечь въ b часовъ. Во сколько времени 
можетъ наполниться пустой бассейнъ, если открыть обѣ трубы 
сразу? 

1508. Изъ города А выѣхали два курьера и ѣдутъ по одному 
направленію; первый проѣзжаетъ въ часъ ѵ верстъ, а второй ѵг 



верстъ. На какомъ разстояніи отъ А второй курьеръ догонитъ 
перваго, если извѣстно, что первый выѣхалъ раньте второго 
на п часовъ? 

1509. Въ бассейнъ проведены 3 трубы. Черезъ первую 
трубу онъ можетъ наполниться въ а часовъ, черезъ вторую вся 
вода можетъ вытечь въ Ъ часовъ и черезъ третью въ с часовъ. 
Во сколько времени опорожнится полный бассейнъ, если открыть 
всѣ трубы? 

1510. Купецъ имѣлъ кусокъ сукна и разсчиталъ, что если 
онъ станетъ продавать по а руб. за артинъ, то понесетъ убытка 
на всемъ сукнѣ с рублей; если же станетъ продавать по аі руб., 
то получитъ сі рублей прибыли; сколько было артинъ сукна 
въ кускѣ? 

1511. Сумма двухъ чиселъ = а, а разность квадратовъ ихъ 
равна Ъ2. Найти эти числа. 

1512. Площадь квадрата увеличивается на а2, если сторону 
его увеличить на Ъ. Чему равна сторона квадрата? 

1513. Сумма двухъ сторонъ прямоугольника равна а,. Найти 
эти стороны, если извѣстно, что площадь прямоугольника уве-
личивается на р2 , если одну сторону его увеличить на k, а дру-
гую на kx. 

1514. Периметръ прямоугольнаго треугольника равенъ р9 а 
одинъ катетъ Ь; найти гипотенузу. 

1515. Периметръ прямоугольнаго треугольника равенъ р, а 
перпендикуляръ, опущенный на гипотенузу, равенъ А; найти 
гипотенузу. 

Г Л А В А IV. 

Рѣшеніе уравненій съ двумя и болѣе неизвѣстными. 

§ 118. Общій видъ уравненія, содержащаго два неизвѣ-
стныхъ, есть: 

ах + by = с, 

гдѣ a, b и с означаютъ какія-нибудь извѣстныя цѣлыя коли-
чества. Очевидно, что всякое уравненіе съ двумя неизвѣстными 
можно привести къ этому виду. Для этого нужно сдѣлать всѣ 
упрощенія, указанный при рѣтеніи уравненій съ однимъ неиз-
вѣстнымъ (§ 114), т.-е., надо освободить уравненіе отъ дробныхъ 
членовъ, раскрыть скобки, перенести неизвѣстные члены въ одну 
сторону, а извѣстные въ другую и, наконецъ, сдѣлать приведете 



подобныхъ членовъ, — въ буквенныхъ же уравненіяхъ вынести 
х и у общими множителями за скобки. Напримѣръ: 

1) 2 4 * — 3 ( * —3jy) = 84 + 4 ( 5 + j / ) . 
2) 24* — 3 * + 9у = 84 + 20 + 4у. 
3) 2 4 * — 3 * + 9 j y — 4y = 84 + 20. 
4) 21* + 5у = 104. 

§ 119. Одно уравненіе съ двумя неизвѣстными имѣетъ 
безчисленное множество корней. Такъ, в ъ уравненіи: 

3 * —2jy = 6, 

если мы донустимъ, 4TOJY = 0, 1, 2, 3 . . . и т. д., то получимъ 
для * слѣдующіе корни: 

6 + 2у 
если j y = 0, то * = — = 2 ; 

„ j y = l , „ х = 2-f; 
„ jy = 2, „ * z= З3- И Т. д. 

Такія уравненія, которыя имѣютъ безчисленное множество 
корней, называются неопредѣленными. 

Если же мы имѣемъ два уравненія съ двумя неизвѣстными, 
то большею частью такія уравненія для каждаго неизвѣстнаго 
имѣютъ по одному корню. Такъ, в ъ уравненіяхъ: 

3 * — 2jy = 6 и by — 2 * = 1 

корни суть: * = 4, a jy = 3. Только при этихъ корняхъ оба урав-
ненія обращаются въ тождества. 

§ 120. Система уравненій. Два или нѣсколько уравненій 
составляюсь систему уравненій. 

Рѣшить систему уравненій значитъ найти такія количества, 
которыя, будучи подставлены на мѣсто неизвѣстныхъ, обращаютъ 
всѣ данныя уравненія в ъ тождества. 

Рѣшеніе системы двухъ уравненій съ двумя неизвѣстными 
приводится къ тому, что изъ данныхъ двухъ уравненій соста-
вляется одно уравненіе съ однимъ неизвѣстнымъ. Такъ какъ при 



этомъ исключается изъ уравненій одно неизвѣстное, то соста-
вление такого уравненія называется исключеніемъ неизвѣстнаго. 

Д л я исключенія неизвѣстнаго есть четыре способа, а именно: 
1) способъ уравненія коэффиціентовъ, или способъ сложенія и 
вычитанія уравненій, 2) способъ подстановки, 3) способъ сравненія 
величинъ неизвѣстныхъ и 4) способъ введенія неопредѣленныхъ 
множителей, или способъ Безу. 

§ 121. Способъ уравненія коэффиціентовъ, или способъ 
сложенія и вычитанія уравненій. Если коэффиціенты при одномъ 
изъ неизвѣстныхъ равны, то весьма легко исключить это неиз-
вестное. Д л я этого надо сложить или вычесть данныя уравненія, 
смотря по тому, будутъ ли знаки разные или одинаковые у 
коэффиціентовъ этихъ неизвѣстныхъ. Возьмемъ два уравненія: 

5 * + 2у = 26 и Sx— 2у = 6. 

Сложивъ эти уравненія, получимъ: 

(Ьх + 2у=26, 
"Г" \вх — 2у= 6 

8 * = 3 2 . 

Откуда * == 4. Чтобы опредѣлить теперь у, подставимъ въ 
первое уравненіе вмѣсто * найденную его величину. Получимъ: 

5.4+2\у= 26. 

Изъ этого уравненія находимъ, что у ~ 3. Итакъ, корни 
данныхъ уравненій суть: * = 4, у = з. Другихъ ' корней эти 
уравненія не имѣютъ. 

Возьмемъ другую систему уравненій: 

Ьх + 2у = 29 и Ьх — By = 19. 

Такъ какъ знаки у коэффиціентовъ при * одинаковы, то 
для исключенія * вычтемъ второе уравненіе изъ перваго; 
получимъ: 

( Ьх + 2у = 29, 
у — Ьх =F 3jу = — 19 

Ьу = 10. 

Откуда у = 2, а * = 5. 

До сихъ поръ мы брали такія уравненія, в ъ которыхъ коэф-
фициенты при исключаемомъ неизвѣстномъ были равные. Возь-



мемъ теперь такую систему, в ъ которой коэффиц. при исключае-
момъ неизвѣстномъ были бы разные; напримѣръ: 

Чтобы исключить изъ этихъ уравненій, положимъ, jy, надо 
преобразовать ихъ такъ, чтобы коэффициенты при у были равные. 
Для этого надо всѣ члены перваго уравненія помножить на 3, а 
второго — на 4 ; получимъ; 

Поступая далѣе попредыдущему, найдемъ, что * = 4, а . у = В . 

Числа: 3 и 4, на которыя мы умножали данныя уравненія, 
называются дополнительными множителями; они находятся 
такимъ же образомъ, какъ находятся дополнительные множи-
тели при приведеніи дробей к ъ общему знаменателю, т.-е., для 
коэффиціентовъ при исключаемомъ неизвѣстномъ находится 
наименьшее кратное, которое послѣдовательно дѣлится на эти 
коэф.; полученныя частныя и будутъ дополнительными множи-
телями. Такъ, в ъ нашемъ примѣрѣ наименьшее кратное для 8 
и 6 будутъ 24; дополнительный множитель для перваго уравненія 
= 24 : 8 = 3, — для второго = 24 : 6 = 4. 

На основаніи всего вышесказаннаго мы можемъ вывести 
слѣдующее правило: Чтобы исключить одно неизвестное изъ 
двухъ уравненій съ двумя неизвестными посредствомъ перваго 
способа, надо сначала уравнять коэффицгенты при исключаемомъ 
неизвѣстномъ, затгьмъ полученныя у равненья сложить или вычесть, 
смотря по тому, будутъ ли коэффиціенты имгьть знаки разные 
или одинаковые. 

П р и м ѣ ч а н і я . I. При рѣшеніи уравненій съ двумя и 
вообще со многими неизвѣстными не достаточно выполнить в с ѣ 
упрощенія, указанныя в ъ § 114, но надо еще посмотрѣть, не 
имѣютъ ли в с ѣ члены уравненія общихъ дѣлителей и если 
таковые есть, то надо уравненіе сократить, и тогда только при-
ступать къ исключенію одного неизвѣстнаго. Напр.: 

9 * + 8у = 60 и бх — 6у = 2. 

9х + 8у = 60 (на 3), 2 7 * + Щ = 180, 
Ьх — 6jy = 2 (на 4). 2 0 * — 24у = 8. 

* _ 8 + * 2у 1 —у 
2 14 7 2 

И 2) 



Упрощенія: 

7х = 8+х + 4у+7 — 7у; 
7х — х — 4у + 7у = 8 + 7; 

6х + By = 15. 

bx+ Ьу — ІЬ+х — By; 
bx + by — х + By = 16; 

Ax + By = 16. 

Первое изъ полученныхъ уравненій можно сократить на 3, 
а второе на 4 ; получимъ: 

2х + у = 5 и х + 2у = 4. 

I I . Исключать в с е г д а удобнѣе то неизвѣстное, у котораго 
коэффиціенты болѣе простые. Такъ, в ъ слѣдующихъ системахъ 
уравненій: 

удобнѣе исключить д: в ъ первой системѣ и у во второй. 

§ 122. Способъ подстановки. Положимъ, что мы имѣемъ 
систему уравненій: 

J bx + By = 27, 
[ 2 * — by = — 14 

и желаемъ исключить х . Для этого опредѣлимъ изъ второго 
уравненія х , разсматривая у , какъ извѣстное; получимъ: 

Затѣмъ, подставимъ это выраженіе в ъ первое уравненіе 
вмѣсто Тогда получится у насъ одно уравненіе съ однимъ 
неизвѣстнымъ: 

Р ѣ ш и в ъ это послѣднее уравненіе, получимъ, что у = 4. 

х Ьу—14 
2 

Тогда х = 
by—14 20—14 

2 — 2 
3. 

Отсюда мы можемъ вывести правило: Чтобы исключить 
какое-либо неизвестное при помощи способа подстановки, надо 
сперва изъ одного уравненія определить какое-либо неизвестное 



относительно другого неизвѣстнаго и полученное выраженіе под-
ставить въ другое уравненіе; тогда получится у насъ одно у рае-
неніе съ однимъ неизвѣстнымъ, которое остается решить. 

П р и м ѣ ч а н і е . Этотъ способъ неудобенъ в ъ томъ отно-
шеніи, что вводитъ в ъ уравненіе дроби. Поэтому, прибѣгать къ 
нему выгодно лишь в ъ томъ случаѣ , когда коэф. при какомъ-
либо изъ неизвѣстныхъ равенъ 1. Напримѣръ: 

J 4 х — у = 11, 
\2х + Зу = 9. 

Опредѣлимъ сначала изъ перваго уравненія, чему равенъ у; 
получимъ: у — 4х — 11. Подставимъ вмѣсто у это выраженіе 
во второе уравненіе, получимъ: 

2х + 3(4* — 11) = 9. 

Откуда х = 3; у = 4х — 11 = 12 — 11 = 1. 

§ 123. Способъ сравненія величинъ неизвѣстныхъ. Пусть 
дана система уравненій: 

( bx — 4у = 12, 
\3х+ 2у = 16. 

Чтобы исключить при помощи этого способа х, опредѣлимъ 
изъ обоихъ данныхъ уравненій это неизвѣстное относительно у; 
получимъ: 

1 2 + 4 у 16—2 у 
х = — И X — — 

5 3 
Такъ какъ в ъ обоихъ случаяхъ * долженъ обозначать оди-

. 1 2 + 4 у 

наковыя числа, то выражение: — £ должно равняться выражению: 

1 6 Слѣдовательно, у насъ получилось уравненіе : 
о 

12-\-4у 16—2у 
5 ~~ 3 

Рѣшивъ его, получимъ, что у = 2. Тогда л: = 1 2 Н~ ^У— 

+ 8 = 4 . 

Такимъ образомъ, чтобы исключить одно изъ неизвѣстныхъ 
по способу сравненія, надо определить это неизвестное изъ обоихъ 



уравненгй относительно другого неизвѣстнаго и полученныя вира-
оюенъл соединить знакомь равенства. 

§ 124. Способъ введенія неопредѣленныхъ множителей. 
Возьмемъ два уравненія: 

j4х + 3jy = 29, 
[Sx — 9у = 13. 

Умножимъ первое уравненіе на какое-либо неопределенное 
количество т и полученное уравненіе сложимъ со вторымъ изъ 
данныхъ уравненій; получимъ: 

f + Зшу = 29ш, 
\ 8х — 9у — 13. 

~(4ш + 8)* + (Зж — 9)jv = 2 9 т + 13 . . . (1). 

Такъ какъ т есть количество неопределенное, то мы 
можемъ приписать ему такое значеніе, что коэффиціентъ при у 
обратится в ъ нуль, т.-е.: 

8т —9 = 0. 

Откуда т = 3. Подставимъ теперь въ уравненіе (1) вместо 
т его величину: 3. Тогда у насъ получится одно уравненіе съ 
однимъ неизвестыымъ, а именно: 

(4 . 3 + 8)* = 29 . 3 + 13. 

Откуда * = 5. Другое неизвестное мы можемъ опреде-
лить или по указанному прежде способу, т.-е., черезъ подста-
новку величины * в ъ какое-либо изъ данныхъ уравненій, или же 
изъ уравненія (1); для чего надо допустить, что коэффиц. при 
* обращается в ъ нуль, т.-е.: 

Ш + 8 = 0. 

Откуда т = — 2. Подставивъ вместо т его величину: — 2 
в ъ уравненіе (1), получимъ: 

[3 . ( — 2) - 9]jv = 29 . (—2) + 13. 
Откуда: — ІЪу —— 45; у = ( — 45) : (—15) = 3. 

Отсюда мы можемъ вывести правило: Чтобы исключить 
одно неизвестное изъ двухъ уравненгй при помощи способа введенія 
неопредгьленныхъ множителей, надо одно уравненіе помножить на 
какое-либо неопределенное количество и полученное уравненіе 
сложить почленно съ другимъ даннымъ уравненіемъ. Въ получен-
номъ такимъ образомъ уравненгй одинъ коэффицгентъ надо при-



равнять нулю; тогда у насъ получится одно уравненіе съ однимъ 
неизвѣстнымъ. Чтобы рѣшить последнее, надо сначала опреде-
лить величину неопределеннаго множителя и подставить его въ 
последнее уравненіе вместо т. 

П р и м ѣ ч а н і е . Послѣдніе д в а способа исключенія не такъ 
удобны, какъ первые два, поэтому на практикѣ к ъ нимъ прибѣ-
гаютъ очень рѣдко. 

§ 125. Рѣшеніе системы двухъ уравненій съ двумя неиз-
вѣстными въ общемъ видѣ : 

ах + by = с (1), 
ахх 4* Ьгу = сх . . . . (2). 

1-й сп особь. Для опредѣленія * уравняемъ коэффиц. при 
у и вычтемъ второе уравненіе изъ перваго; получимъ: 

j abxx -j- ЬЬгу— cbly 

I CL\bx =Ь bbxy ——С lb 
(iabx— axU)x— cbt—ctb. 

°Т К у Д а * = Cab\-abb 

Для опредѣленія у уравняемъ коэффиц. при * и вычтемъ 
первое уравненіе изъ второго; получимъ: 

( аа1х-\-аЬгу= асх, 
1—аагх =ь atby ——ахс 

(ab i—a i b)y=ac x—a xc. 

r, act—axc 
0 

2-й сп особь. Д л я опредѣленія у изъ перваго уравненія 

находимъ, что * = с ^ Подставимъ это выраженіе во второе 

уравненіе вмѣсто х, получимъ: Ь1у = с1. О т к у д а а х с — 
а 

—Яіby + abxy = ctci или (abx—axb)y — асх—ахс. Слѣдовательно, 

ас 1—ctxc у —• 
^ abx—atb 

Для опредѣленія * подставимъ въ уравненіе: х = - — 

вмѣсто у его величину; получимъ: 



с by с b/асх—ахс\ с Ь(асх—ахс) 
a a a а\аЬх—axb) a a(abx—ахЬ) 

c(abx —а гЬ) — b(acx —ахс) 
a(abx — axb) 

cabx— caxb— bacx -f baxc cabx —bacx a(cbx — cxb) cbx — cxb 
a(abx — axb) a(abx—axb) a(ab x—axb) abx—axb 

3-й способъ. Для опредѣленія x изъ обоихъ уравненій 
ѵ с — ах Сі— ахх сх — a Хх с — ах 

имѣемъ: у = —^— и у = 1 ^ . Откуда — — ^ — , 

или схЬ— ахЪх — сЪх—аЬхх9жш {abx—axb)x~cbx — ctb. Откуда 
cbx — cxb 
abx—axb 

4-й способъ. Умноживъ первое уравненіе на т и сло-
живъ его почленно со вторымъ, получимъ уравненіе: 

(am + есх)х + (bm + bx)y = cm сi . . . (1). 

Допустивъ, что bm + bx = 0 , получимъ m — — 

При этомъ послѣднемъ значеніи т уравненіе (1) обратится 
в ъ (am - f ах)х = cm + сх . . (2), потому что коэффиц. лщ у 
равенъ нулю. Вставимъ теперь въ уравненіе (2) вмѣсто т его 

Ъх 
величину: — п о л у ч и м ъ : 

abx . \ сЪх - • сх. / аох . \ сох 
( _ х . + в 1 ) д Р = - т + 

Откуда ( — a b x + ахЬ)х =— cbx + схЪ. 

— cbx cxb cbx —схЪ 
-abx-\-axb abx—ахЪ 

х = 

Допустивъ, что в ъ уравненіи (1) am + ах = 0, и поступая 
по предыдущему, мы найдемъ, что 

асх—ахс 
У abx—ахЪ 

§ 126. Составленіе общихъ рѣшеній. Итакъ. при рѣпге-
ніи уравненій в ъ общемъ видѣ мы получили слѣдующіе корни: 

сЬх—Cjb __ веч—ахс 
х abi—axb' У abx—axb 



Разсматрпвая эти формулы и сравнивая ихъ съ коэффиц. 
и извѣстными членами уравненій, мы легко можемъ вывести 
правило, какъ составляются общія рѣшенія, не рѣшая самихъ 
уравненій, а именно: ихъ общій знатенателъ: аЪх—ахЪ предста-
вляешь разность произведеній, полученныхъ отъ перемноженія 
коэффиг^ крестъ-на-крестъ. 

a b 
at b 1 

Числитель же для каждаго неизвестнаго получается изъ 
знаменателя заменою коэффиціента неизвѣстнаго соответ-
ственно известными членами: с и сг. Такъ, чтобы получить числи-
теля для надо въ знаменателѣ: abx—ахЬ вмѣсто а и аг 

поставить с и сг; получимъ cbt—cxb. Чтобы получить числителя 
д л я ^ , надо въ знаменателѣ: ab1—ахЪ вмѣсто bx и Ъ поставить 
сх и с; получимъ: асх—ахс. 

§ 127. Формулы общихъ рѣшеній даютъ намъ возможность, 
не рѣшая уравненій, находить корни для неизвѣстныхъ. 

Положимъ, что требуется рѣшить уравненія: Ьх + 4у = 
= 41 И 4х — 3jy — 8. Тогда а = 5, b = 4, с = 4 1 ; a t = 4, bt = 
= — 3 и сх = 8. 

__ cbj —ctb__J:l . (—3)—8 . 4 _ — 123 — 32 
Х ~ а Ь г — а г Ь 5 . (—3)—4 . 4 ~ — 15 — 16 

__ асt — а х с 5 . 8 — 4 . 41___— 124 
У ~ ab1 — a1b~ — 3 1 — — 31 

Возьмемъ еще примѣръ: 

( (2т + п)х — (2т — п)у = 8тп, 
\ (2т — п)х + (2т + п)у = 8т2 — 2п2. 

Здѣсь а = 2т + п; b = — (2т — п) = п — 2т; с = 8тп; 
а-і=2т — п\ Ьх=2т + п\ сх — 8т2—2п2. 

Тогда х — Сі^ "Ь — (8т2 — 2п2) (п — 2т) 
' abj — axb (2т-{-п)2—{2т — п) (п — 2т) 

(16ж2^ + 8тп2) — (8т2п —16ть — 2пъ + 4тп2) 
(4 т2 + 4 тп + п2) — (4 тп — п2 — 4ш2) 

8т2п + 4тп2 + 16m3 -f- 2пь 2(2т + п) (4т2 + п2) , 
~ 8т2 + 2 п2 — 2(4 т2+ п2) — т + 



act —агс (2m + n) (8m2 — 2n2) — (2m — ri) 8mn__ 
У ~~ abx— axb 2(4m2 + n2) ~~ 

(16m3 + 8m2n — 4 mn2 — 2;/3) — (16 m2n — 8 mn2) 
2(4 m2 + n2) 

16m3 — 8m2n + 4mn 2 — 2nB 2(2m — n) (4m2 + n2) 
~ 2(4m2 + n2) — 2(4;;/2 + n2) ~ ' m — n. 

§ 128. Рѣшеніе уравненій со многими неизвѣстными. Мы 
уже видѣли, что одно уравненіе съ двумя неизвѣстными имѣетъ 
безчисленное множество корней, почему и называется неопредѣ-
леннымъ. Точно также система уравненій съ тремя, четырьмя 
и, вообще, со многими неизвѣстными имѣетъ безчисленное мно-
жество корней, если число уравненій меньше числа неизвѣстныхъ, 
и потому называется неопредѣленной. Такъ, одно или два 
уравненія съ тремя неизвѣстными суть уравненія неоиредѣленныя; 
одно, два или три уравненія съ четырьмя неизвѣстными тоже 
неопредѣленныя и т. п. 

Если же число уравненій в ъ данной системѣ равно числу 
неизвѣстныхъ, то такая система, вообще говоря, имѣетъ по одному 
опредѣленному корню для каждаго неизвѣстнаго. 

Рѣшеніе системы уравненій со многими неизвѣстными 
состоитъ в ъ томъ, что постепенно изъ данныхъ уравненій исклю-
чаютъ одно, другое и т. д. неизвѣстныя до тѣхъ поръ, пока не 
получится одно уравненіе съ однимъ неизвѣстнымъ, изъ котораго 
и опредѣляютъ послѣднее; затѣмъ легко найти остальныя 
неизвѣстныя. 

йсключеніе неизвѣстныхъ производится при помощи тѣхъ 
же способовъ7 какіе употребляются при рѣшеніи системы двухъ 
уравненій съ двумя неизвѣстными. 

Покажемъ на примѣрѣ, какъ рѣшается система трехъ 
уравненій съ тремя неизвѣстными. Пусть намъ дана система 
уравнений : 

3 * - f 2у 4:0=—4. 
2х — by 4- 30= 1. 
4 * 4 - 2 у — 0 = 10. 

§ 129. Способъ уравненія коэффиціентовъ. Исключимъ 
сначала изъ перваго и второго, а потомъ изъ второго и третьяго 
уравненій Для этого мы должны уравнять коэф. при * и 
вычесть полученный уравненія. 

ю 



1) Зх + 2y ~ 4z = — 4 (Ha 2), f 6x + 4y — 80 = — 8, 
2) 2 * — 5y + 30 = 1 (на 3). \ — 6x = f 15y =b 9g = — 3 

1 9 ) ' — 1 7 0 = —11. 
2) 2x — by + 3? = 1 (на 2), _ J 4x — 10у + 60 = 2, 
3) 4x + 2y — 0 = 10. ~~ { — Lx — 2y =р 0 = — 10 

„ — 12y + 70 = — 8. 

Такимъ образомъ у насъ получилось два уравненія съ двумя 
неизвѣстными, которыя мы рѣіпимъ тоже при помощи уравненія 
коэффиціентовъ. 

19jy — 170 = — 11 (на 7), ( 133jy — 119^ = — 77, 
— 12jy-f І0=— 8 (на 17), + j — 204у 4 - 1190 = — 136 

— 71у ' „ = 213. 

Откуда^ = 3. Чтобы огіредѣлить 0, подставимъ в ъ уравненіе: 
— 12\у + 70 = — 8, вмѣсто у его величину; получимъ: — 36 + 
+ 70 = — 8. Откуда 0 = 4. 

Наконецъ, чтобы найти х, подставимъ в ъ одно изъ данныхъ 
уравненій, положимъ, в ъ первое, вмѣсто у и 0 ихъ величины: 
получимъ: Зх + 6 — 16 = — 4. Откуда * = 2. 

§ 130. С п о с о б ъ подстановки. Чтобы исключить изъ дан-
ныхъ уравненій х, опредѣлимъ сначала это неизвѣстное изъ 
перваго уравненія относительно д в у х ъ другихъ неизвѣстныхъ : 
у и 0 ; получимъ: 

_ — 4 — 2у -f- 40 
* - 3 

Затѣмъ подставимъ это выраженіе вмѣсто * в ъ два послѣднія 
уравненія; получимъ два уравненія съ двумя деизвѣстными: 

^ 2(— 4 — 2у + 40) _ + з 0 _ 2 и л и . _ + _ 1 L 

2) 4 ( ~ 4 + 4 0 ) + 2у — 0 = 10 „ — 2у + 130 = 46. 
о 

Рѣшивъ ихъ, получимъ, что у = 3, а 0 = 4. 

П р и м ѣ ч а н і е . Замѣтимъ, что при исключеніи неизвѣст-
наго этимъ способомъ надо всегда выбирать такое неизвѣстеое, 
у котораго коэффиціентъ наименьшій. Такъ, в ъ наніемъ при-
мѣрѣ . гораздо удобнѣе было бы исключить 0, опредѣливъ его 
относительно первыхъ двухъ неизвѣстныхъ изъ третьяго уравненія. 



§ 181. Способъ сравненія величинъ неизвѣстныхъ. Чтобы 
исключить при помощи этого способа, положимъ, 0, опредѣлимъ 
это неизвѣстное относительно другихъ въ каждомъ изъ данныхъ 
уравненій; получимъ: 

3 * + 2ѵ + 4 _ 2 * + 5 Ѵ + 1 „ ( ^ 
0 = — і ; * = з ; * = 4 * + 2у — ю . 

Откуда имѣемъ два уравненія съ двумя неизвѣстными: 

Рѣпіивъ ихъ, получимъ, что х = 2, а у — 3. 

§ 132. Способъ введенія неопредѣленныхъ множителей. 
Чтобы рѣшить данную систему уравненій при помощи этого 
способа, умножимъ всѣ члены перваго уравненія на произвольное 
количество т, а второе на п, и полученныя уравненія почленно 
сложимъ съ третьимъ, получимъ: 

3 шх + 2 ту — 4 mz = — 4 т, 
+ \ 2пх — Ъпу + = п, 

{ 4х + 2у — 0 == 10 
(Зт + -f 4)х + (2т — on -f 2)у + (— 4т + 3п — 1)0 = 

= — 4т + п -f . . . (1). 

Теперь, желая опредѣлить х9 выберемъ для т и п такія 
значенія, чтобы коэффидіенты при у и 0 въ уравненіи (1) обра-
тились въ нуль, т.-ё.: 

2т — Ьп + 2 = 0. 
— 4т -+ Зп — 1 = 0. 

Рѣшпвъ эти два послѣднихъ уравненія, найдемъ что т = А, 
а п = "7". Подставивъ теперь въ уравненіе (1) вмѣсто т и п ихъ 
величины, получимъ (3 . А + 2 . f + 4)* = — 4 . ^ + -§- - f 10. 

Откуда х = 2. 

Чтобы опредѣлить jy, допустимъ, что: 

Зш - f 2п + 4 = 0. 
— 4т + Зп — 1 = 0. 



Изъ этихъ послѣднихъ уравненій имѣемъ, что т — — уу, 
п = — i f - Подставивъ въ уравненіе (1) вмѣсто т и п ихъ 
величины, получимъ уравненіе: 

/ — 14 5 . — 13 , \ _ 14 _ 13 

Откуда у = 3. 

Наконецъ, чтобы опредѣлить 0, допустимъ, что: 

3 т + 2п + 4 = О. 
2 т — on + 2 = 0. 

Изъ этихъ уравненій имѣемъ, что т — — ff> п = — h -
Подставивъ в ъ уравненіе (1) вмѣсто m и n ихъ величины, по-
лучимъ уравненіе: 

Откуда 0 = 4. 

§ 133. Такимъ же образомъ рѣшается система 4-хъ урав-
неній съ четырьмя неизвѣстными, пяти уравненій съ пятью 
неизвѣстными и т. д. 

Вообще, если намъ дана система п уравненій съ п неиз-
вестными, то сначала исключаютъ изъ в с ѣ х ъ уравненій одно 
неизвѣстное. Тогда получится с и с т е м а м — 1 уравненій съ п — 1 
неизвѣстными. Въ этой системе исключаютъ снова одно неиз-
вестное, и получается новая система, въ которой число урав-
неній и неизвестныхъ уменьшится еще на единицу. Такимъ 
образомъ поступаютъ до т е х ъ поръ, пока не получится одно 
уравненіе съ однимъ неизвестнымъ. 

§ 134. Решимъ систему пяти уравненій съ пятью неиз-
вѣстными: 

х + Зу — 0 - f t + 4и = 28. 
x—3y + 2z—2t+ и = — 2. 
х — 2у 4- 30 — 2/ + и = 3. 
х + 2у 4- 30 — 2і — и = 1. 

2х — У — 0 — t 4~ и = — 2. 

Исключимъ сначала * при помощи способа подстановки. 
Для этого определимъ это неизвестное изъ перваго уравненія 
относительно остальныхъ неизвѣстныхъ; получимъ: 

* = 28 — Зу + 0 — t — 4 и. 



Теперь подставимъ в ъ остальныя уравненія вмѣсто * его 
величину ; получимъ: 

28—Sy-j-z—/—Ьи- Sy+2z—2t-\-u=—2 или— 2у+ z— t— и=—10. 
28—Sy-j-z—/— 2y+Sz—2/+z*=3 „ — 5 ; + 4 0 — S t — Зи=—25. 
2 8 — З у + 0 — і — 4 ^ + 2 j y + 3 0 — 2 t — и = 1 „ — j y + 4 0 — 3 / — 5 и = — 2 7 . 

2 ( 2 8 — 3 > + 0 — / — — у — t+u=—2 „ —7 jy+ 0—3/—7w=—58. 

В ъ этой системѣ также при помощи способа подстановки 
исключимъ у, опредѣливъ его относительно другихъ неизвѣст-
ныхъ изъ 3-го уравненія; получимъ: 

у = 27 - { -40 — 3* — Ьи; откуда: 

— 2 ( 2 7 + 4 0 — 3 / — Ьи)+ z— і— и = 
—5(27+40—3/—5z*)+40—3/—3w = 
— 7 ( 2 7 + 4 0 — S t — 5 w ) + z—St—lu = 

— 10 ИЛИ — 7 0 + 5 / + 44. 
— 25 „ — 8 0 + 6 / + l l z * = 55. 
— 58 „ — 2 7 2 + 1 8 / + 2 8 « = 1 3 1 . 

Такимъ образомъ у насъ получилась система трехъ урав-
неній съ тремя неизвѣстными. Исключимъ изъ нея / при помощи 
способа уравненія коэффиціентовъ: 

— 70 + 5/ + 9и = 44 (на 6), _ ( — 420 + 30/ + Ь4и = 264, 
— 80 + 6/ + Ни = 55 (на 5) |=р 400 =Ь= 30/ =Ь 55^ = — 275 

— 20 —и —— 11. 

— 8 0 + 6 / + 11 и = 55 (на 3), _ J - 24*5 + 18/ + ЗЗи = 165, 
— 270 + 18/ -)- 28и = 1 3 1 |=р 270 =Ь= 18/ =Ь 28и = — 131 

30 + Ьи = 34. 

Р ѣ ш и в ъ , наконецъ, два уравненія съ двумя неизвѣстными: 
— 20 — и — — 11 и 30 + Ьи = 34, получимъ, что 0 = 3, а и = Ь. — 
Чтобы опредѣлить /, подставимъ въ первое уравненіе 3-й си-
стемы вмѣсто 0 и и ихъ величины; получимъ: — 2 1 + 5/ + 45 = 4 4 . 
Откуда / = 4. 

Чтобы опредѣлить у , подставимъ в ъ первое уравненіе 
второй системы вмѣсто z, t и и ихъ величины; получимъ: 
— 2у + 3 — 4 — 5 = — 10. Откуда у = 2. — Наконецъ, чтобы 
оиредѣлить ху подставимъ въ первое уравненіе первой си-
стемы вмѣсто у, 0, t и и ихъ величины; получимъ: 
* + 6 — 3 + 4 + 20 = 28. Откуда х — 1. 

§ 135. Ч а с т н ы е случаи. Изъ предыдущаго примѣра мы 
видимъ, что рѣпіеніе системы уравненій со многими неизвест-
ными бываетъ довольно продолжительно. Поэтому, на практикѣ 



нужно пользоваться всѣми сокращеніями, какія только до-
пускаютъ данныя уравненія. Иногда даже весьма полезно от-
ступить объ общихъ способовъ рѣшенія и употребить какой-
либо частный пріемъ, приводящій скорѣе к ъ нахожденію неиз-
вѣстныхъ. Покажемъ на примѣрахъ главнѣйшіе случаи. 

I случай, когда въ системе есть неполныя уравненія. Не-
полными уравненіями называются такія, въ которыя не входятъ 
всѣ неизвѣстныя данной системы. Напримѣръ: 

1) 

Зх + Цу = 12. Чтобы рѣшить эту систему, сна-
у -\~2х = Ь. чала замѣтимъ, что * входитъ только 

2 z — 3 / = — 1 3 . в ъ первое и послѣднее уравненія. 
2х — By -f- 2t — 5. Поэтому, исключимъ его изъ этихъ 

уравненій при помощи уравненія коэффиціентовъ, получимъ си-
стему трехъ уравненій съ тремя неизвѣстными: 

Г 13у — 6 / = 9 . В ъ этой системѣ изъ второго и 
у + 20 = 5. третьяго уравненія легко исключить 0. 

[ 20 — 3t = — 13. Получимъ новую систему: 13у — Ы = 
= 9 и у+ 3t= 18. Откуда jy = 3; / = 5; 0 = 1 ; х = 2. 

2) 

х 2у — 5. Чтобы рѣіпить эту систему, 
у + 20 = 8. опредѣлимъ изъ четвертаго урав-
0 + 2 1 — .11. ненія t; получимъ: /==14—2и . . . (1). 
t 4. 2и— 14. Подставимъ это выраженіе вмѣсто 

* -\-у + 0 +t + и— 15. t в ъ третье уравненіе; имѣемъ: 

0 + 2(14 — 2и) = 11. Откуда 0 = 4и — 17 . . . (2) Далѣе, под-
ставимъ во второе уравненіе вмѣсто z его величину; получимъ: 
у + 2(4и — 17) = 8. Откуда у = 42 — 8и . . . (3). Наконецъ, под-
ставимъ въ первое уравненіе вмѣсто у его величину относительно 
и; получимъ: х + 2(42 — 8и) = 5. Откуда х = 16и — 79 . . . (4). 
Такимъ образомъ х9 у, z и / выражены черезъ и. Вставивъ эти 
выраженія в ъ пятое уравненіе данной системы, получимъ: 

(16и — 79) 4- (42 — 8и) + (4и — 17) 4~ (14 — Щ 4 - и = 15. Откуда 
Ни = 55, или и — 5; / = 1 4 — 2и> = 4; 0 = 3; у — 2; х = 1. 



II случай. Рѣшеніе уравненій вида : . . . = пи 

х у z 
3 , 3 , 5 

1 
- = a, 
x 

l = b. 
jv 
i 

1) _ l £ _ l 71 Допустивъ, что : 
' X ' у ^ 3 

x у z z 

получимъ три уравненія съ тремя неизвѣстными: 

Г la — 3b -j- 2c = 3, Рѣшивъ эту систему, найдемъ, 
Ва + 3 Ь + 5 с = 7 і , что а = і , b = | и с = 1. Слѣдо-

я —2/> — З с = — 3 f 1 1 1 1 1 
к вательно, - = - и - = 1. 

яг 2 jy 3 0 

Откуда * = 2, у = 3, 0=1. 

2) 

20 3 _ 1 
—і = 1. Допустивъ, что — ; — = а и 
х+у х—у ^ X + у 

1 5 . 5 1 7 
16. = Ь, получимъ уравненія: ^ JV *+j> ' х — у 

20а — з £ = 1 и 153 + Ьа = 16. Откуда а = \- п b= 1. 

Слѣдовательно, — т — = * и — - — = 1. Освободивъ послѣднія 
x-f-у о х — у 

уравненія отъ знаменателя, получимъ: * +у = 5 и * — у = 1. 

Откуда х = В я у = 2. 

III случай. Сложеніе и вычитаніе уравненій. 

1) 

' х + у = 6. Сложивъ в с ѣ уравненія, получимъ: 
x-f-z= В. 2 ( * + j y + *) = 24; откуда х + у + z = 
у + z = 10. = 12 . . . (1). Вычтя изъ уравненія (1) 

каждое изъ д а н н ы х ъ уравненій, получимъ: z = 6. jy = 4, * = 2. 

* + У + # = 9- Вычтя изъ перваго уравневія второе 
х + У — 0 - 1 - и третье, получимъ 20 = 8 и 2у = 6. 
л: —JV + 0 = 3. Откуда 0 = 4, JV = 3, х = 2. 



3) 

X - f Ь> + Зя + 4/ = 20. 
j y + 20 + 3 / + 4 * = 26. 
0 + 2/ + 3 * + 4у = 28. 
/ + 2х + Зу + 40 = 26. 

уравненіе изъ перваго, 
третьяго; получимъ: 

Сложивъ эти уравненія, по-
лучимъ : 10* + 10у + 100 + 1 0 / = 
= 1 0 0 или х -j-y + 0 + / = 1 0 . . .(1). 
Далѣе, вычтемъ второе данное 

третье изъ второго, четвертое изъ 

j + 0 + Z — 3 * = — 6 . . . (2). 
8 + t + х—Зу = — 2 . . . (3). 
і + х+у— 30 = 2 . . . (4). 

Наконецъ, уравненія: (2), (3) и (4) вычтемъ послѣдовательно 
изъ уравненія (1); получимъ: 4 * = 16, 4у = 12 и 40 = 8. Откуда 
* = 4, у = 3, 0 = 2. 

4) 

jy0 + * 0 — = 

, 5 
yz + ху — XZ = — *у0. 

xss + ху — j/* 

Раздѣливъ данныя уравненія на *)>0, получимъ: 

1 + 1 1 _ 1 
* + 

У 0 — 24* 
1 
* + 1 

0 
1 _ 5 

24* 
1 

У 
+ 1 

0 
1 _ 
* 

7 
24* 

Сложивъ почленно в ъ этой системѣ первое уравненіе со 
вторымъ и третьимъ, а также второе съ третьимъ, получимъ: 

2 6 . 2 8 . 2 12 ^ 
^ = 2 4 7=24:' т = 2 ? 0 т к у д а * = 8. .у = 6, , = 4. 

§ 136. Неопредѣленныя, несовмѣстныя и условныя урав-
ненія. I. Мы уже видѣли, что система уравненій, в ъ которой 
число неизвѣстныхъ больше числа уравненій, имѣетъ безчис-
ленное множество рѣшеній, почему и называется неопределенной. 
Какъ рѣшаются такія системы, будетъ указано ниже (см. неопре-
дѣленныя уравненія, глава VIII). 



II. Если же въ системѣ уравненій число неизвѣстныхъ 
равно числу уравненій, то такая система, вообще говоря, допу-
скаетъ только одно опредѣленное рѣшеніе для каждаго 
неизвѣетнаго. 

В ъ частности же иногда такія системы могутъ имѣть без-
численное множество рѣшеній, почему и называются неопредѣ-
ленными; или же могутъ не имѣть ни одного рѣшенія вслѣдствіе 
несовмѣстности уравненій. Послѣднія системы называются 
невозможными. 

Система, в ъ которой число неизвѣстныхъ равно числу 
уравненій, бываетъ неопредѣленной тогда, когда одно изъ урав-
неній является слтьдетвіемъ другихъ. Наиримѣръ: 
Г 2х — у + 30 = 12. В ъ этой системѣ третье уравненіе 

Ьх + у — 0 = 8 . является слѣдствіемъ двухъ первыхъ, 
I 22л: + Зу — 0 = 44. а именно: оно получается, если мы 
второе уравненіе умножимъ на 4 и полученное уравненіе сло-
жимъ съ первымъ. Поэтому, всякія величины, удовлетворяющія 
двумъ первымъ уравненіямъ, будутъ удовлетворять и третьему. 
Неопредѣленность уравненій обнаруживается тѣмъ, что при 
рѣшеніи мы получимъ равенство: 0 = 0 . 

В ъ самомъ дѣлѣ , рѣіпимъ нашу систему. Сложивъ первое 
и второе уравненія, получимъ 7х + 20 = 20 . . . (1). Уравнявъ 
коэф. при у въ первомъ и третьемъ уравненіяхъ и сложивъ ихът 

получимъ 28х + 80 = 80 . . . (2). Наконецъ, уравнявъ коэффиц. 
в ъ уравненіяхъ (1) и (2) и вычтя одно изъ другого, полу-
чимъ: 0 = 0 . 

2. Возьмемъ нримѣръ невозможной системы: 
3 + 2>У — В ъ этой системѣ второе уравненіе противо-
6 + 4у = 20. рѣчитъ первому, потому что въ немъ первая 

часть в ъ два раза больше той же части перваго уравненія; вто-
рая же часть хотя и больше, но не въ два раза. При рѣшеніи 
несовмѣстность уравненій обнаруживается тѣмъ, что получается 
невозможное равенство. Такъ, рѣшая нашу систему, мы полу-
чимъ равенство: 0 = 1 0 . 

III . Наконецъ, въ системѣ уравненій можетъ быть число 
уравненій больше числа неизвѣстныхъ. Чтобы рѣшить подобную 
систему, надо взять столько уравненій, сколько есть неизвѣстныхъ, 
и изъ этой системы опредѣлить величины неизвѣстныхъ. Полу-
ченный величины должны удовлетворять и остальнымъ уравне-
ніямъ. В ъ противномъ случаѣ данныя уравненія несовмѣстны, 
и самая система невозможна. Напр.: 
' Зх + 2\у = 12. Рѣшивъ систему двухъ первыхъ уравненій, 
Sx v = 3. найдемъ, что х = 2 и у = 3. Вставивъ величину 
2 x 4 - ѵ — 1 1 х в ъ п о с л ѣ д н е е уравненіе, получимъ невоз-

' мояшое равенство: 7 = 11; слѣдовательно, данная 
система невозможна. 

Но если въ подобной системѣ нѣкоторые коэффиціенты или 
извѣстные члены выражены буквами, то можно опредѣлить, 



какое значеніе должны имѣть эти буквы, чтобы система уравненій 
была возможной. Для этого надо въ лишнія уравненія подста-
вить вмѣсто неизвѣстныхъ ихъ величины и затѣмъ опредѣлить, 
чему должны равняться буквенные коэф. или буквенные изве-
стные члены. 

Такъ, если бы коэффидіентомъ при * в ъ послѣднемъ изъ 
данныхъ уравненій было а, то, опредѣливъ изъ первыхъ двухъ 
уравненій * и у и подставивъ ихъ величины въ третье уравненіе, 
получили бы "уравненіе: я . 2 + 3 = 11 . . . (1). Откуда а = 4. 
Точно такъ же если бы извѣстный членъ равнялся п, то полу-
чили бы уравненіе: 2 . 2 + 8 = » . . . (2); откуда п = 7. 

Уравненія: (1) или (2), показывающія, при какомъ условіи 
система, имѣющая число уравненій больше числа неизвѣстныхъ, 
возможна, — называются условными. 

Задачи: 

1516. f + ^ J f l ' 1517. I х + 5-ѵ = 
Іж —у = ІэЗ. (я: + _ ѵ = 181. 

1519 / 4 * + 3-У = 9 7 -
ІЭЖ \7х Зу = 127. 

1518. 
(Зх + у = 73. 
[2х—у = 32. 

1520. Ь Х + 7 / = ]1 6 - 1521. I f - 3 ' 
— Зу = 46. \2х + у 

j х -\- 4у — 37. , ?7* + 8у = 
" \2х +5>у = 53. \3х—у = 

1522 

1524. 

1526. 

Зу = 100. 
156. 

= 100. 
20. 

(2х + 5у = 1. 1 5 9 , / 8 * - 15 у= — 30. 
\бх + 7у = 3. - * \2х+3у = 15. 

+ 6у = 529. / 2 4 * + 7у = 27. 
(3* + Чу = 431. " ' ( 8х — 3 3 у = 1 1 5 . 

1'Ой + ^ = 258. 12^ — 11^ = = — 9 5 . 

Зу = 27. 
6 у = 0 . 

[ох — 4у = 6. . [7х — 
1530. { 1 т,. Ь З І . | 5 л ; _ 

1 *qo + Зу = 41. |5д?+ 7jy = 17. 
1э32- \3х + 2у = 39. 1 Ш \7х - 5у = 9. 
ічы. J 1 1 * + ^ = 100. 1535 / 1 8 * - 8 б у = - 1 3 . 
loU- { 9х+8у = 80. 1 М в ' \ 15* + 2 8 у = 2 7 5 . 

1 ..л jsx+7y=7. / 3 * + 16у = 5. 
Ш6- \ьх + 3у = --3в. 1ЬІ7 [2&У — 5х = 19. 

/ 6 * + «у + 2 = 0. _ /21» + 8у + 66 = 0. 
1538. | 2 * + 2 у + 1 = 0. \ 2 3 у - 2 8 * + 1 3 = 0. 



1540. 

1542. 

1544. 

1546. 

1548. 

1550. 

1552. 

1554. 

1556. 

1558. 

1560. 

(10* + b ' + 4 = 0. 
\ 6х + Ьу + 2 = 0. 

( 23* + 15у = 4І-. 
(48* + 4бу = 18. 

ІІх 2у = 1. 
у = 0. 

fix = jy + 1. 
U x = І У — 10. 

1 _ 
у 

5 
6* 

1 1 
* У ~ 6 ' 

* JV 
3,6 _ 

= — 1 . 

- 5. 
X jy 

x + 2y 2x -f-y 
7 5 

Bx—2y 6 —y ' 

X—у 
7x — 1 3 
Sy 

— 4. 

| 3 * _ + 1 _ _ 4 
J4— 2y 3" 

\x+y = 1. 

x — 3 
у + 2 3 
* - f 1 _ 3 
y — 2 ~ 2' 

x±2y±l 
2x —y + 1 
B x - y ± l _ 

^ + з - 0 ' 

1541. 

1543. 

1545. 

1547. 

1549. 

1551. 

1553. 

1555. 

1557. 

1559. 

1561. 

jx — Sy — 19. 
(y = 3 * — 2 3 . 

( 3 * — 4y = 4. 

/2 x — jy=4. 
(3x — iy = 0. 

(}y=i-X— 1. 
\iy = f x - 1 . 

A + A = 
X у 

^ - ± = 4. 

17* -

1 6 * -

0 3 

У 
0,4 

= 3. 

3 * + 1 by + 4' 
1 2 

4 * — 3 7y 

1 5 * + 1 

6* 

4 5 — у ' 
1 2 y + 1 9 

* — 1 0 

7 — 2 * 
5 —3jy 

^ — * = 4. 

8* + l 

= 8. 

= 25. 

3 
= 2' 

11. 

* • 

1,5 — у 
7y + 0,3 
2 * — 0 , 3 

* + 3 j y + 13 
4 * + 5y — 25 

+ 6 
5 * + 3y — 23 



3 * + 2 у + 1 2 , 3 _ 

1564. 

1565. 

1566. 

1568. 

1570. 

1572. 

1574. 

1576. 

1578. 

1580. 

4 * + Зу — 44 
4 * + 1 0 у — 6,7 

Zx+y—10 

Зх — 2y . ox — 

1563. 

+ • 3 1 3 
2x — 3 у Зх — у 

* + 1. 

y+1. 3 1 3 
2x—y + 3 x — 2y + 3 

3 4 
3x — 4 y + 3 4x—2y — 9 __ 

4. 

= 4. 

fx +y = a. 
j * — y — b. 
(2x — 3y = bb — a. 
\3x — 2y — a + bb. 
fox + 3y = 4a + 
| 3 * + 5jy = 4a—b. 
* + 1 _ 

У 

x 

* + 1 a + b + с 
y-j- 1 a — £ + с 
*—1 a + b — с 
у — 1 a — b — с 

x + У + 1 a + 1 
x — у 4- 1 a — 1* 
Х + У + 1 = 1 + * 
* — у — 1 1 — b ' 
x • 
y — c 

X—yz 

a 
T 

a—b. 

У 
а + Ъ 

а^ b~ 

а-
т=а + 6. 

2а. 

1567. 

1569. 

1571. 

1573. 

1575. 

1577. 

1579. 

1581. 

0 ,9* — 0 , 7 j y + 7,3 = 0 

1 3 * —15jy + 17 
1,2* — 0,2 у + 8,9 
13* — lby + 17 : 

-0,3. 

fx+y = \{ba+bb). 
[x—y = -(a + b). 
(2x — 3y = — 5a. 
|3* — 2\y — — bb. 
fix — by — 24 a. 
\bx — 7ry = 24 b. 

x a 
y ~ V 
* + 1 с 
y + l~d' 

x — y + 1 _ 
X у 1 

Х + У + 1 = 

* + y — 1 
* — у + 1 

a. 

b. 

= a. 
x -by— I 
x + y + 1 _ ^ 
x —у — 1 
* — a + с 
у — a + b 
* + с a + b 
у -+ b a + с 

x У 

-x 
a— с 
a2—у 

•с. 

:Ь+С. 



1582. 

1584. 

1586. 

1588. 

1590. 

1592. 

1594. 

1596. 

1598. 

1600. 

1602. 

1604. 

Я 

fx -j-y — 37. 
л ; + 0 = 25. 1583. 

[y + z — 22. 
2х + 8у = 12. 
З л ; + 2 * = 1 1 . 1585. 
Зу + 40 = 10. 

Ьх 4 - 3 у — 13. 
7х — 30 = 8. 1587. 
Зу 4 - 5 0 = 11. 
x+y + z = 100. 
3 * — 20 = 4. 1589. 
by = 40. 

5л; 4 - З у + 2 0 = 2 1 7 . 
5л; — Зу = 39. 1591. 
Зу — 20 = 20. 
л; -j-y— 0 = 17. 

z — y — 13. 1593. 
^ + 0 — х = 7. 

Іл; .у . 0 = о : 3 : 1 . 

|л: + у + 0 = 26. 
іл; : 0 = 11 : 7. 1597. 
[jy : 0 = 14 : 9. 

л: -j-y + 0 = 9. 
л: + 2у + 40 = 15. 1599. 
х + Ьу + 90 = 23. 
7л; + 6у + 70 = 100. 

л: — 2у + 0 = 0. 1601. 
Зх+у — 20 = 0. 
л: + у + 2 = 9 . 
л; + 2jy + 30 = 14. 1603. 

(л; + Зу + 60 = 20. 

х +у + 20 = 34. 
* + 2у + * = 33. 1605. 
2 х+у + 0 = 32. 

5л; — у + 30 = а. 
5з> —0 + Зх—Ь. 1607. 
50 — х + Зу = с. 

у + 0 = и» 
0 + х = Ь. 
X у = с. 
2х + 2у = 7. 
7л: + 90 = 29. 
у + 8 0 = 17. 

1,3л;— 1,9_у = 1. 
1,7_у — 1 , І0 = 2. 

[2,90 —2,1л; = 3. 
[х + j v + 0 = 36. 
Цл; = Зу. 
[2л: = 30. 

'х+у + я — Ш. 
у = 0,7л; — 4. 

[0 = 0,3л; + 4. 
(у + 0 — х = я. 
р + л ; — у — Ь. 
\х + у 0 = с. 
fx +_у + 0 = т. 
|л;:у : 0 = а: Ъ : с. 

ял; + Z>y + С0 = г. 
* х\ у — т : ю. 

у : z = p : q. 

X - J + 0 = 3. 
2л; + 4JJ/ + 8 0 = 13. 
Зл; + 9y + 270 = 34. 
Зл: + 2^ + 3 0 = 1 Ю . 
5л: + j v — 40 = 0. 
2л; — Зу + 0 = 0. 
'х + 2у + 30 = 32. 
2х + Зу + 0 = 42. 
Зл: + у + 20 = 40. 

Зл: + 3_у + 0 = 17. 
Зл; + j y + 3 0 = 15. 
л: + 3jy + З0 = 13. 

7л: + lljy + 0 = а. 
1у + 110 + л: = b. 
7 0 + 11л: + j y = с. 



1610. 

1612. 

1614. 

1616. 

1618. 

1620. 

1622. 

Г* 4 2у + 3s = 15,4. 
\8х + & у + 70 = 37,4. 
[ 5 л : + 8 ^ + l i s = 59,4. 

J 0 ,3* 4 0,4_у + 0,5s = 38, 
[ о , 4 я ; + 0,5jy + 0,7s = 51 

2}x=y + z + 8. 
Siy=x + 0~\r 1 2 -
4^0 = x-i~jy-f- 15. 

,x 41 

1609. 

= 38. 1611. 

1613. 

- = 2 . 
J V + 1 

z + 1 
s + 3 1 
•x 4 1 2' 

у — s 
x-\- s 

10. 

= 9. 
л:—jy 

•У + g — 
л; + 5 

^ 1 I 1 -
= 2a. 

JV £ 
1 , 1 ЧА = 2b. 
X z 
1 , 1 

= 2c. 
•X у 

. — = 1 . 
* jv 

i + i - = «. л: s 

x+y 5 * 
xz 1 

X + z 6 ' 
yz 1 

7 ' 

1615. 

1617. 

1619. 

1621. 

1623. 

fx + 2y — s = 4,6. 
) y - \ - 2 z — x = 10,1. 
|s + 2л — у = 5,7. 

+ — 0,7s = 21. 
J Зл: —(— 0,2y — s = 24. 
[ о , 9 л ; + 7jy — 2s = 2 7 . 
x +jy = lis + 8. 
* + s = 2 | y — 14. 

= — 3 2 . 

Z + 1 

8.У + g _ о 
лг + 1 
3s 4 - x = 2. 
•J» + l 

£ ± 8 — o 
jy + s 

Z ± ® = 1. 
л: - f s 
S + 3 = l 

1 + l 1 2 + — — — . 

JV 
+ z X а 

1 + 1 1 2 + X У — X 
1 

4 
1 1 2 

4 • • — — . 

X 4 
У ^ с 

, 6 4 + 5 = 4. , 6 + + = 4. 
X + 

У 
+ z 

3 
4 -

8 + 5 
= 4. 

X 4 -
У 

+ z 
9 

• + 

12 10 = 4. 
• + 

= 4. 
L X • + 

У z 

xy 
4y — 3x 

xz 

20. 

2x— 3s 
" ys 

4y — 5s 

= 15. 



1625. 

1626. 

1627. 

1629. 

1631. 

1633. 

1635. 

1637. 

І{х + 2)(2у + 1) = (2х + Г)у. 
• ( * - 2)(8в + ] ) = ( * + 3 ) ( 8 в — 1). 
{(у + 1)(* - f 2) = ( у + 8)(г + 1). 
(2х - 1)(у + 1) = 2(х + 1)(у — 1). 
(ж + 4)(* + 1) = (ж + 2)(e -+- 2). 
( у _ 2 ) ( * + 3) = (у - 1)(а + 1). 
> + l ) (5 j ' — 8) = (7 * + l)(2v — 3). 
(4x — 1)(0 + ! ) = (« + l ) (2s — 1). ( ( 

> + 8)(* - 2) = (Sy 

x + By — 0 = 1. 
jy + 35 — и = 4. 
0-4-З2/ — * = l i . 
w + Bx — у = 2. 
jy + 0 + = 11. 
0 + л: + = 11. 
л: + У + Bu = 11. 
* + 0 + 8jy = 33. 

*— 2y + З0 — u = b. 
jy — 2# + — * = 0. 
0 — 2w + —jy = 0. 
и — 2x -f- By — 0 = 5. 

\x + {-y — І 0 = 1. 
bx—\y + = 1. 
\x -f-0 \u = 1. 

6)(2 

f y — І 0 • -ju = 0. 

1639. 

7* -f by + 0 — w = a. 
7y-j- 50 + w—* = b. 
70 + 5г/ + * —jy = c. 

+ 5 * + j y — 0 = d. 

'x + By = 19. 
jy + З0 = 8. 
& + Bu = 7. 

+ = 11. 
v + 3 * + 15. 

2 * + jy + 0 = 5. 
2y + 0 + ^ = 5. 
20 + ^ + ^ = 7. 
2^ + v + * = 12. 
2z/ + л: + j y = 11. 

1628. 

1630. 

1632. 

1634. 

1636. 

1638. 

1640. 

4). 
3 * + j y + 0 = 20. 
x + 4y + Bu = 30. 
6 * + 2 + Bu = 40. 
8jy + 30 + 5M = 50. 
x + j y + 0 + w = 144. 
x + 2jy + 20 + 2и = 267. 
* + 2y + 30 + Bu = 359. 
л: + 2y + 30 + 4u = 410. 

* + У + 0 + ^ = 2 4. 
* + 2y + 3 0 — 9 ^ = 0. 
3*—jy — 50 + ^ = 0. 
2x + 3jy — 4 0 — b u = 0. 
2\x — I f у + 2 0 = 4. 
lix — 1 iy + Bu = 1. 
2x — 3|-0 + и = 2. 

11* + 9jy + 0 — u = a. 
l l jy + 90 + и — x = b. 

110 + + * —jy = с. 
llw + 9 * -\-y—0 = d. 

+ jy = a. 
jy + 0 = b. 
0 + w + c. 
и + я/ = d. 
v + * = e. 

x + 2y — 0 = 12. 
у + 20 — и = 10. 
0 + 2u — v = 8. 
w + 2z/ — * = 1. 

+ 2 * —jy = 9. 



1643. 

1645. 

1647. 

1649. 

1650. 

'х -{- у -r z = а-
у + s + и = Ь. 
z - f и + ѵ = с. 1642. 
и + ѵ + х = d. 
у + X + у = е. 
х у — и = а. 
у -j- £ — ѵ — Ъ. 
z 4- и — х = с. 1644. 
и -j- ѵ —у = d. 
ѵ 4- х — z = е. 
у 4- 2 4" и + ѵ = 

z + u-\-v-\-x = b. 
и 4- V 4- X + у = С. 1646. 
V + X + у Н- z = d. 
х у z и — е-
у + z + и + ѵ — х — а. 
z - \ - u J r v J r х—у = Ъ. 
и ѵ 4" х 4-у — & = с. 1648. 
ѵ + х 4 'У + £ — и = d. 
х 4 'У + # + и — ѵ = е-
2х — у — z 2и — ѵ — За. 
2\у — 0 — и + 2ѵ — я; = 84. 
2 z — и — ѵ + 2х —у = Зс. 
2и — ѵ — х - 2у — z — 3d. 
2ѵ — х —у 4- 2z — и = Зе. 
х у z и -j- ѵ — і5ж 

х + 2у 4- 40 + 8и 4- 16z> = 57. 
х + Зу + 9z + 2Чи 4- Ъіѵ = 179. 
х + 4у + 160 4- 64и 4 2о6ѵ = 453. 
х + Ъу 4- 250 4" 125^ 4" 625г; = 975. 

х — у 4- % = а. 
у — 0 4- и = Ь. 
0 и 4 - ѵ = с. 

и — ѵ х — d. 
ѵ 4-х+У = е. 
х 4-у — z —а. 
у 4" 8 и — Ь. 
Z+U V = с. 

и -j- ѵ — х = d. 
v 4" х — у — е. 
х -\-у + 0 — и = а. 
у 4* # + и — ѵ = Ъ. 
z + и-\-ѵ — х = с. 
и 4- ѵ 4- х — у = d. 
ѵ 4- х -j-y — 0 = е. 
х 4-у 4 - s — и — ѵ — а. 
у z и — ѵ — х = Ь. 
z + u + v — я; — у — с. 
и 4* ѵ + х —у — z = d. 
& 4" х 4 - у — в — и = е. 

Г Л А В А V . 

Составленіе уравненій со многими неизвѣстными. 

§ 137. Если въ задачѣ требуется опредѣлить нѣсколько неиз-
вѣстныхъ, то большею частью такія задачи рѣшаются при 
помощи уравненій со многими неизвѣстными. Каждое неизвѣстное 



при этомъ обозначаютъ отдѣльною буквою, и составляютъ столько 
уравненій, сколько неизвѣстныхъ. Затѣмъ полученныя уравненія 
р ѣ т а ю т с я . 

Покажемъ на примѣрахъ, какъ это д ѣ л а е т с я : 
1) Найти дробь, которая обращается въ если къ числи-

телю и знаменателю ея прибавить по Ъ, и обращается въ і, 
если изъ числителя и знаменателя вычесть по 1. 

Обозначивъ числителя искомой дроби черезъ х и знамена-
теля, черезъ у9 получимъ уравненія: 

х о 1 я : — 1 1 
- т 

Откуда х — 4, у = 13. Слѣдовательно, искомая дробь 
4 

равна — . 

2) Бассейнъ наполняется тремя трубами. Если открыть 
две первыя трубы, то бассейнъ наполнится водою въ 70 минутъ; 
если открыть первую и третью трубы, то онъ наполнится въ 
84 минуты; наконецъ, если открыть двѣ послѣднія трубы, то 
бассейнъ наполнится въ 140 минутъ. Во сколько минутъ напол-
нится бассейнъ черезъ каждую трубу отдельно? 

Положимъ, что бассейнъ можетъ наполниться черезъ первую 
трубу в ъ * минутъ, черезъ вторую въ у минутъ и черезъ третью 
в ъ z минутъ. Тогда в ъ одну минуту черезъ первую трубу на-
полняется часть бассейна, черезъ вторую - у часть и черезъ 

третью — часть. Далѣе, изъ условія задачи имѣемъ уравненія: 
z 

70 . — + 70 . — = 1; 84 . — + 84 . — = 1 ; 140 . — + 1 4 0 = 1. 
X У х z у z 

Допустивъ, что — = а, — = b и — = с, получимъ уравненія : 
X у z 

70а + 706 = 1 ; 84а + 84с = 1 ; 1406 + 140с = 1. 

Откуда а = - ^ г , Ь = * = ^ или ± = ± 9 i — J L , 

— = откуда * = 105, у = 210, 0 = 420, т.-е., бассейнъ черезъ 

первую трубу можетъ наполниться в ъ 105 минутъ, черезъ 
вторую в ъ 210 и черезъ третью въ 420 минутъ. 

3) Три игрока сели играть въ карты съ темъ условіемъ, 
что проигравшій долженъ заплатить остальнымъ столько, сколько 
каждый изъ нихъ имелъ до сыгранной партги. После трехъ 
партій, проигранныхъ каждымъ поочередно, у всехъ оказалось 
поровну, а именно: по 24 рубля. Сколько было денегъ у каждаго 
дѳ начала игры ? 

И 



Положимъ, что первый игрокъ имѣлъ до игры л: рублей, 
второй у, третій z. И пусть первую партію проигралъ первый 
игрокъ, вторую — второй и третью — третій. 

Послѣ первой партіи у перваго игрока осталось * — у — z 
рублей, у второго стало 2у, у третьяго рублей. 

Послѣ второй партіи у перваго игрока стало 2(х — у — z) 
рублей; у второго 2у —(х —у — z) — 2z = 3y — х — z ; у третьяго 
4z рублей. 

Послѣ третьей партіи у перваго игрока стало 4 ( к — у — z ) 
рублей, у второго 2(3у — * — у третьяго 4z — 2(х—у—z) — 
— (Зу — х — z) = 7z — х —у. 

Выражения: 4 ( х — у — з), 2(3у — л: — и lz— х—у должны 
по условію задачи равняться 24. 

Такимъ образомъ, у насъ получилась система трехъ урав-
неній съ тремя неизвестными: 

4(x—y — z) = 24 ; 2(3\у — х — z) — 2 4 ; 7z — x—y = 24. 
Рѣшивъ ее, получимъ, что * = 39, у = 21, ^ = 1 2 , т.-е, первый 

игрокъ имѣлъ до начала игры 39 руб., второй 21 и третій 12 руб. 

З а д а ч и : 

1651. Сумма двухъ чиселъ равна 812, а разность 102. 
Найти эти числа. 

1652. В ъ двухъ кошелькахъ лежитъ 748 руб. Если перело-
жить 24 рубля изъ перваго кошелька во второй, то в ъ послѣднемъ 
окажется в ъ 3 раза болѣе, чѣмъ в ъ первомъ. Сколько денегъ 
лежитъ в ъ каждомъ кошелькѣ? 

1653. Разность двухъ чиселъ равна 360, а частное 7. Найти 
эти числа. 

1654. Двое имѣютъ 1080 рублей. Если бы первый имѣлъ 
втрое болѣе того, что онъ имѣетъ, а второй вдвое, то первый 
имѣлъ бы на 340 руб. болѣе, чѣмъ второй. Сколько денегъ 
имѣетъ каждый? 

1655. Двое имѣютъ 390 рублей. Если бы первый имѣлъ 
вчетверо болѣе того, что онъ имѣетъ, а второй втрое менѣе того, 
что онъ имѣетъ, то у нихъ было бы денегъ поровну. Сколько 
денегъ имѣетъ каждый? 

1656. В ъ двухъ бассейнахъ налита вода. Если бы в ъ 
первый бассейнъ прилить столько, сколько онъ имѣетъ и еще 
20 ведеръ, а изъ второго вылить половину всего количества 
воды и еще 30 ведеръ, то въ обоихъ бассейнахъ будетъ воды 
поровну. Если же изъ перваго бассейна вылить половину заклю-
чающейся въ немъ воды и еще 30 ведеръ, а во второй прилить 
столько, сколько онъ имѣетъ и еще 20 ведеръ, то во второмъ 
будетъ въ 20 разъ болѣе, чѣмъ в ъ первомъ. Сколько ведеръ 
воды въ каждомъ бассейнѣ? 

1657., Куплено 8 аршинъ краснаго сукна и 7 аршинъ синяго 
и заплачено 74 рубля; въ другой разъ купили по тѣмъ же цѣнамъ 



4 арпі. краснаго сукна и 5 арш. синяго и заплатили 46 рублей. 
Сколько стоитъ арпшнъ сукна каждаго сорта? 

1658. Купили 5 серебряныхъ подсвѣчниковъ и 4 дюжины 
столовыхъ ложекъ и заплатили за все 194 рубля. Въ другой 
разъ по тѣмъ же цѣнамъ купили 2 подсвѣчника и 3 дюжины 
столовыхъ ложекъ, при чемъ за подсвѣчники заплатили на 88 
рублей меньше, чѣмъ за ложки. Что стоитъ подсвѣчникъ и 
что стоитъ ложка? 

1659. Для починки дома наняли 12 плотниковъ и 7 столя-
ровъ и платили всѣмъ имъ за каждый день работы 16 рублей, 
60 коп. Когда же число плотниковъ увеличилось на 3, а столя-
ровъ уменьшилось на 5, то пришлось платить всѣмъ рабочимъ 
ежедневно по 14 руб. Сколько получалъ ежедневно каждый плот-
никъ и каждый столяръ? 

1660. Бассейнъ наполняется двумя трубами. Когда открыли 
первую трубу на 5 часовъ, а вторую на 7, то въ бассейнъ влилось 
580 ведеръ; когда же первую трубу открыли на 7 часовъ, а вто-
рую на 5, то въ бассейнъ влилось 620 ведеръ. Сколько ведеръ 
воды вливается въ часъ черезъ каждую трубу? 

1661. Въ бассейнъ проведены двѣ трубы. Черезъ первую 
трубу вода вливается, а черезъ вторую — вытекаетъ. Если первую 
трубу открыть на 8 часовъ, а вторую на 5, то въ бассейнѣ ока-
жется 219 ведеръ воды; если же первую открыть на 9 часовъ, 
а вторую на 8, то въ бассейнѣ окажется 149 ведеръ воды. 
Сколько ведеръ воды вливается черезъ первую трубу въ часъ и 
сколько выливается черезъ вторую въ часъ? 

1662. Я задумалъ два числа. Если первое умножу на 5, 
а второе раздѣлю на 7, и полученные результаты сложу, то 
сумма будетъ равна 390; если же, наоборотъ, первое число раз-
дѣлю на 7, а второе умножу на 5, то въ суммѣ получимъ 1410. 
Какія числа я задумалъ? 

1663. Я задумалъ два числа. Вели я первое умножу на 9, 
а второе раздѣлю на 4, то первый результатъ будетъ больше 
второго на 510. Если же я первое раздѣлю на 4 и къ частному 
придамъ 345, то получу утроенное второе изъ задуманиыхъ 
чиселъ. Какія числа я задумалъ? 

1664. Купецъ послалъ два боченка, чтобы наполнили бблыпій 
боченокъ виномъ въ 1 руб., 50 коп. бутылку и меныній въ 90 коп. 
бутылку, и по расчету послалъ за вино 444 руб. Но по ошибкѣ 
в ъ большій боченокъ налили вина второго сорта, а въ меныній 
перваго сорта, вслѣдствіе чего купецъ получилъ сдачи съ послан-
ныхъ денегъ 24 руб. Сколько бутылокъ вмѣщалъ каждый 
боченокъ? 

1665. Найти дробь, которая обращается въ если къ числи-
телю ея прибавить 8, и обращается въ если отъ знаменателя 
ея отнять 11. 

1666. Найти дробь, которая обращается въ если къ 
числителю и знаменателю прибавить по 4, и въ если отъ 
числителя и знаменателя "отнять по 5. 

п* 



1667. Найти число, которое при дѣленіи на 8 и 9 даетъ 
остатки 1 и 2, прп чемъ первое частное больше второго на 3. 

1668. Найти число, которое при дѣленіи на 7 и 8 даетъ в ъ 
остаткѣ 6 и 7, при чемъ первое частное на 11 больше второго. 

1669. Отцу и сыну вмѣстѣ 75 лѣтъ. 10 же лѣтъ тому назадъ 
отецъ былъ старше сына въ 10 разъ. Сколько лѣтъ отцу и 
сколько сыну? 

1670. 3 года тому назадъ отецъ былъ старше сына в ъ 6 
разъ, а черезъ 15 лѣтъ отецъ будетъ старше сына въ 2,4 раза. 
Сколько лѣтъ отцу и сколько сыну? 

1671. Двое должны 600 руб. Первый могъ бы заплатить 
весь этотъ долгъ, если бы къ его деньгамъ прибавить f второго; 
второй же могъ бы заплатить этотъ долгъ, если бы къ его день-
гамъ прибавить і перваго. Сколько денегъ имѣетъ каждый? 

1672. Нѣкто имѣлъ 1600 руб. въ двухъ бумажникахъ. Когда 
онъ переложилъ изъ второго въ первый столько, сколько в ъ 
немъ было; потомъ изъ перваго во второй столько, сколько в ъ 
послѣднемъ осталось, — то денегъ въ каждомъ оказалось по-
ровну. Сколько денегъ было въ каждомъ бумажникѣ сначала? 

1673. А и Б играли на билліардѣ съ условіемъ, что каждый 
проигравшій долженъ платить столько, сколько выигравшій 
имѣлъ денегъ передъ сыгранной партіей. Первую и третью 
партіи проигралъ А, а вторую и четвертую проигралъ Б. Сколько 
денегъ имѣлъ каждый до игры, если извѣстно, что по окончаніи 
четвертой партіи у А оказалось 32 рубля, а у Б 48 рублей? 

1674. Найти двузначное число, сумма цифръ котораго = 13. 
Если мы къ нему справа и слѣва припишемъ по 1, то первое 
изъ полученныхъ такимъ образомъ трехзначныхъ чиселъ будетъ 
больше второго на 423. 

1675. Найти двузначное число, сумма цифръ котораго равна 
11. Если же мы в ъ серединѣ и слѣва его припишемъ по 1» то 
первое изъ получевныхъ трехзначныхъ чиселъ при дѣленіи на 
второе даетъ въ частномъ 2 и въ остаткѣ 42. 

1676. Найти двузначное число, которое при дѣленіи на 
сумму его разрядовъ даетъ въ частномъ 7 и въ остаткѣ 3, при 
дѣленіи же на разность разрядовъ даетъ въ частномъ 18 и в ъ 
остаткѣ 1. 

1677. Нѣкто имѣлъ 16000 рублей. Отдавъ одну часть по 6°/о 
и другую по 5|°/о, онъ получалъ ежегодно дохода 940 рублей. 
Опредѣлить каждую часть. 

1678. Нѣкто имѣлъ 1200 руб.; одну часть своихъ денегъ 
онъ помѣстилъ по 4°/о, а другую по б£°/о. Найти эти части, если 
извѣстно, что съ первой онъ получалъ въ годъ доходу на 75 
коп. болѣе, чѣмъ со второй. 

1679. Нѣкто получаетъ со своего капитала 420 руб. дохода 
Если бы капиталъ приносилъ на болѣе, то доходъ увеличился 
бы на 35 рублей. Какъ великъ капиталъ и по скольку процентовъ 
онъ помѣщенъ? 



1680. Чайный торговецъ имѣетъ чай двухъ сортовъ. Если 
онъ смѣшаетъ 5 фунтовъ одного сорта съ 7 фунт, другого, то 
фунтъ смѣси будетъ стоить 2 руб., 30 кон.; если же смѣшаетъ 
6 фунт, перваго сорта съ 4 фунт, второго, то фунтъ смѣси будетъ 
стоить 2 руб., 52 коп. Что стоитъ фунтъ чаю каждаго сорта? 

1681. Въ одной бочкѣ находится смѣсь, состоящая изъ 
20 ведеръ спирту и 30 вед. воды, а въ другой — изъ 30 ведеръ 
спирту и 70 вед. воды. Сколько ведеръ смѣси надо взять изъ 
каждой .бочки, чтобы образовать 32 ведра новой смѣси, въ 
которой спиртъ и вода находились бы въ отношеніи 3 : 5 ? 

1682. Сколько надо взять спирта въ 60 градусовъ и въ 80 
градусовъ, чтобы получить 50 ведеръ спирта въ 65 градусовъ? 

1683. Имѣемъ два сплава изъ серебра и мѣди: въ первомъ 
серебро относится къ мѣди, какъ 8 : 3 , а во второмъ, какъ 4 : 7. 
Сколько надо взять отъ каждаго сплава, чтобы составить 16 
фунтовъ новаго сплава, въ которомъ серебро относилось бы къ 
мѣди, какъ 5 : 6 ? 

1684. Со станцій А и Б, находящихся на разстояніи 600 
верстъ выходятъ два поѣзда навстрѣчу другъ другу. Если 
первый поѣздъ выйдетъ 6 часами раньте второго, то они встре-
тятся черезъ 7{- часовъ по выходѣ второго; если же второй 
выйдетъ часомъ р а н ь т е перваго, то встрѣча произойдете черезъ 
10 часовъ, 15 мин. послѣ выхода перваго. Сколько верстъ дѣлаетъ 
каждый поѣздъ въ часъ? 

1685. Въ бассейнъ, вмѣстимостью 720 ведеръ, проведены 
д в ѣ трубы. Если открыть первую трубу на 4 часа и затѣмъ 
открыть второю трубу, то бассейнъ черезъ обѣ трубы наполнится 
в ъ 4 часа, 48 минутъ послѣ открытія второй трубы. Если же 
вторую трубу открыть на 4 часа и потомъ открыть первую, то 
бассейнъ наполнится въ 5 час., 36 минутъ послѣ открытія первой 
трубы. Сколько ведеръ воды вливается въ часъ черезъ каждую 
трубу? 

1686. Со станціи А в ы т е л ъ поѣздъ желѣзной дороги; 
чсерезъ 2 часа послѣ отправленія случилась нѣкоторая порча 
локомотива, на исправленіе которой потребовалось часъ времени; 
послѣ этого поѣздъ двигался съ f первоначальной скорости; 
вслѣдствіе всѣхъ этихъ причинъ поѣздъ опоздалъ на станцію 
К на 5 часовъ. Если бы остановка произошла на 400 верстъ 
далѣе, то при всѣхъ прежнихъ обстоятельствахъ поѣздъ опоздалъ 
бы только на 3 часа. Опредѣлить разстояніе между А и К и 
первоначальную скорость поѣзда. 

1687. Изъ бассейна вода вытекаетъ черезъ кранъ. Спустя 
часъ послѣ того, какъ кранъ былъ открытъ, онъ засорился, и 
для очищенія его потребовалось часъ времени; послѣ этого 
кранъ сталъ давать въ часъ только f того количества воды, 
какое давалъ прежде; вслѣдствіе всѣхъ этихъ причинъ для 
опорожненія бассейна потребовалось 3-мя часами больше обыкно-
веннаго. Если бы кранъ засорился, выливши 50-ю ведрами 
больше, то при в с ѣ х ъ прочихъ обстоятельствахъ, время, в ъ 



которое вся вода вытекла бы изъ бассейна, было бы больше 
обыкновеннаго на 1 часъ, 40 мин. Сколько ведеръ воды вмѣ-
щаетъ бассейнъ, и сколько ведеръ воды давалъ кранъ въ часъ 
до засоренія? 

1688. Пароходъ прошелъ въ 10 часовъ 126 верстъ по те-
ченію рѣки и потомъ 36 верстъ противъ теченія; въ другой 
разъ онъ прошелъ въ тѣ же 10 часовъ 90 верстъ по теченію 
рѣки и 60 верстъ противъ теченія. Опредѣлить скорость паро-
хода въ стоячей водѣ и быстроту теченія рѣки. 

1689. Найти два числа, произведете которыхъ увеличи-
вается на 129, если прибавить къ первому 8 и ко второму 3, — 
и уменьшается на 71, если отъ перваго отнять 4, а отъ второго 5. 

1690. Найти стороны прямоугольника, если извѣстно, что 
площадь его увеличивается на 58 кв. футовъ, если одну сторону 
увеличить на 12 фут., а другую уменьшить на 5 фут., и на-
оборотъ, уменьшается на 10 кв. фут., если первую сторону 
уменьшить на 5, а вторую увеличить на 12 футовъ. 

1691. Найти катеты прямоугольнаго треугольника, если 
извѣстно, что площадь его увеличивается на 30 кв. арш., если 
оба катета увеличить на 2 аршина, и уменьшается на 48 кв. 
арш., если первый катетъ увеличить на 4 арш., а второй умень-
шить на 4 аршина. 

1692. Разность квадратовъ двухъ чиселъ равна 481. Если 
же каждое изъ нихъ увеличить на 5, то разность квадратовъ 
будетъ 611. Найти эти числа. 

1693. Площадь одного квадрата больше площади другого 
на 65 кв. фут. Если же каждую сторону перваго уменыпимъ на 
I ф., а второго увеличимъ на 1 футъ, то разность между пло-
щадями будетъ равна 39 кв. фут. Найти стороны квадрата. 

1694. Какой надо имѣть капиталъ и по скольку °/о надо 
отдать его, чтобы онъ черезъ 5 мѣсяцевъ обратился въ 1230 рублей, 
а черезъ 2£ года въ 1380 руб.? 

1695. Въ бассейнъ проведены двѣ трубы. Если открыть 
обѣ трубы на 20 минутъ, то наполнится частей бассейна; 
если же открыть первую трубу на 10 минутъ, а.вторую на 30 мин., 
то наполнится частей бассейна. Во сколько времени можетъ 
наполниться бассейнъ черезъ каждую трубу? 

1696. Два работника должны исполнить нѣкоторую работу. 
Если первый будетъ работать 6 час., а второй 8 час., то они 
исполнятъ Ц- всей работы; если же, наоборотъ, первый будетъ 
работать 8 часовъ, а второй 6 час., то они исполнятъ f- всей 
работы. Во сколько часовъ отдѣльно каждый работникъ можетъ 
окончить всю работу? 

1697. Два каменщика должны были построить стѣну. Если 
первый будетъ работать 8 дней, то остальную часть работы они 
кончатъ въ 20 дней; если же второй будетъ работать сначала 
I I дней, то остальную часть работы они могутъ окончить в ъ 
1 6 й дня. Во сколько дней можетъ построить стѣну отдѣльно 
каждый каменщикъ? 



1698. Сплавь, вѣсомъ 298 фунтовъ, соетоящій изъ цинка 
и свинца, теряетъ въ водѣ 36 фунтовъ. Сколько фунтовъ на-
ходится въ этомъ сплавѣ того и другого металла, если 34 фунта 
свинца теряютъ въ водѣ 3 фун., а 27 фун. цинка теряютъ 
4 фунта? 

1699. Сумма 3 чиселъ равна 330. Найти эти числа, если 
извѣстно, что первое число въ 4 раза больше второго; если же 
отъ суммы двухъ первыхъ отнимемъ третье, то получимъ 30. 

1700. Раздѣлить 720 на такія четыре части, чтобы сумма 
первой и третьей была меньше на 80 суммы второй и четвертой; 
разность же между I и 111 на 120 меньше разности между II и 
IV. Наконецъ, частное, полученное отъ дѣленія первой части 
на четвертую, равно 2. 

1701. Найти три числа по слѣдующимъ условіямъ: если 
каждое число отнимать последовательно отъ суммы двухъ 
другихъ, то получимъ разности: 1, 2 и 3. 

1702. 3 мѣшка муки вѣсятъ вмѣстѣ 28 пудовъ; первыми 
второй мѣшокъ на 6 пудовъ тяжелее третьяго; второй же съ 
третьимъ тяжелѣе перваго на 10 пудовъ. Оиредѣлить вѣсъ 
каждаго мѣшка. 

1703. Периметръ треугольника равенъ 39 футамъ. Если 
мы первую сторону увеличимъ на 5 фут., а вторую удвоимъ, то 
периметръ новаго треугольника на 17 футовъ будетъ больше 
периметр^ даннаго треугольника. Если же мы первую сторону 
учетверимъ, вторую утроимъ и третью удвоимъ, то периметръ 
новаго треугольника будетъ на 71 футъ больше периметра дан-
наго треугольника. Опредѣлить стороны треугольника. 

1704. Куплено 8 лошадей, 12 коровъ и 15 овецъ и запла-
чено за все 820 руб. Опредѣлить, сколько стоитъ каждая лошадь, 
если извѣстно, что цѣна лошади и коровы вмѣстѣ превышаетъ 
цѣну овцы въ 20 разъ; стоимость же коровы на 26 рублей пре-
вышаетъ стоимость каждой овцы. 

1705. Купецъ продалъ одному покупателю 7 пудовъ пше-
ничной муки, 4 пуда ржаной и 3 пуда крупъ за 20 руб., 30 коп.; 
другому покупателю 6 пудовъ пшеничной муки, 5 пуд. ржан. и 
2 пуда крупъ за 17,8 руб.; третьему 7 пуд. крупъ и 2 пуда 
ржаной муки аа 12 руб., 10 коп. Во сколько цѣнилъ онъ пудъ 
пшеничной муки, ржаной и крупъ? 

1706. Я задумалъ три числа, сумма которыхъ равна 31. 
Если я умножу эти числа последовательно на 4, 5 и 6, то сумма 
полученныхъ чиселъ будетъ равна 165; если же я разделю ихъ 
последовательно на 4, 5 и 6, то сумма полученныхъ частныхъ 
будетъ равна 6. Какія числа я задумалъ? 

1707. Я задумалъ три числа. Сумма двухъ последнихъ 
меньше перваго на 17. Если я первое изъ задуманныхъ чиселъ 
разделю на второе, то въ частномъ получу 2 и въ остатке 4; 
если же раздѣлю второе на третье, то въ частномъ получу 4 и 
въ остаткѣ 1. Какія числа я задумалъ? 



1708. Бассейнъ наполняется 3 трубами. Если первую трубу 
открыть на 7 часовъ, вторую на 3 и третью на часъ, то въ бас-
сейнъ вольется 665 ведеръ воды; если же открыть первую трубу 
на часъ, вторую на 3 и третью на 7, то въ бассейнѣ окажется 
515 ведеръ воды. Сколько ведеръ воды вливается въ бассейнъ 
черезъ каждую трубу въ одинъ часъ, если извѣстно, что вторая 
труба даетъ вдвое болѣе воды, чѣмъ третья? 

1709. Въ бассейнъ проведены 3 трубы; черезъ первыя двѣ 
вода вливается, а черезъ третью вытекаетъ. Если открыть всѣ 
трубы на 3 часа, то въ бассейнѣ окажется 90 ведеръ воды; если же 
открыть первую трубу на 5 часовъ, вторую на 6 и третью на 7, 
то въ бассейнѣ окажется 20 вед. воды. Сколько воды вливается 
черезъ каждую изъ первыхъ двухъ трубъ и сколько вытекаетъ 
въ часъ черезъ послѣднюю, если извѣстно, что первая труба въ 
5 часовъ даетъ столько воды, сколько вторая въ 7 часовъ ? 

1710. Сумма цифръ трехзначнаго числа равна 13; если 
отнять отъ этого числа 594, то получимъ число, изображенное 
тѣми же цифрами, но въ обратномъ порядкѣ. Найти это число, 
если извѣстно, что число сотенъ на 1 больше суммы цифръ 
десятковъ и единицъ. 

1711. Нѣкто отдалъ одну часть своего капитала по 4°/о, 
другую по 4,5°/о и третью по 5°/о и получилъ доходу со всего 
капитала 1245 руб.; если бы онъ отдалъ первую часть по 4,5°/о, 
вторую по 6°/о и третью по 4°/о, то доходъ его увеличился бы 
на 45 руб. Опредѣлить капиталъ, если извѣстно, что третья 
часть была въ 2 раза болѣе первой. 

1712. Сочиненіе состоитъ изъ трехъ томовъ. Число стра-
ницъ перваго тома относится къ числу страницъ второго тома, 
какъ 4 : 5 ; число же страницъ второго тома относится къ числу 
страницъ третьяго, какъ 16 :9 . Опредѣлить число страницъ 
каждаго тома, если извѣстно, что во второмъ томѣ на 116 стра-
ницъ меньше, чѣмъ въ первомъ и третьемъ вмѣстѣ . 

1713. А, Б и В хотятъ купить имѣніе, стоящее 20000 руб. 
Опредѣлить, сколько каждый изъ нихъ. имѣетъ денегъ, если 
извѣстно, что А могъ бы заплатить за имѣніе, если бы къ его 
деньгамъ прибавить f- денегъ Б и ££ денегъ В; Б также могъ 
бы заплатить за имѣніе, если бы къ его деньгамъ прибавить f 
денегъ А и f денегъ В, и В могъ бы заплатить, если бы къ его 
деньгамъ прибавить f денегъ А и денегъ Б. 

1714. Найти 3 числа, обладающихъ слѣдующими свойствами: 
если отъ перваго отнять 7 и прибавить ко второму, то полу-
ченная разность будетъ относиться къ суммѣ, какъ 7 : 5; если 
отъ второго отнять 7 и прибавить къ третьему, то разность 
будетъ относиться къ суммѣ, какъ 1 : 4; наконецъ, если отъ 
третьяго отнять 7 и прибавить къ первому, то разность будетъ 
относиться къ суммѣ, какъ 5 : 21. 

1715. Я задумалъ три числа. Если на первое число я 
раздѣлю 15, на второе 12 и на третье 8 и полученныя частныя 
сложу, то въ суммѣ получу 6. Если же на первое изъ заду-



манныхъ чиселъ раздѣлю 30, на второе 36 и на третье 40 и изъ 
суммы первыхъ двухъ частныхъ вычту третье, то получу 7. 
Наконецъ, если я на каждое изъ задуманныхъ чиселъ раздѣлю 
40 и изъ двухъ послѣднихъ частныхъ вычту первое, то получу 
3,(6). Найти задуманныя числа. 

1716. А, Б и В должны окончить нѣкоторую работу. А и Б 
могутъ окончить ее в ь 24 дня; А и В въ 40 дней; Б и В въ 30 
дней. Во сколько дней можетъ окончить работу отдѣльно 
каждый изъ нихъ? 

1717. Бассейнъ наполняется тремя трубами. Если открыть 
одну первую трубу на 18 часовъ, то бассейнъ наполнится двумя 
послѣдними черезъ 8 | часа послѣ закрытія первой трубы; если 
же открыть одну вторую трубу на 8 часовъ, то бассейнъ напол-
нится черезъ остальные трубы черезъ 14 Д часа иослѣ закры-
тая второй; наконецъ, если открыть послѣднюю трубу на 30 час., 
то бассейнъ наполнится двумя первыми черезъ 4 ^ часа послѣ 
закрытія третьей трубы. Во сколько времени наполнится бас-
сейнъ черезъ каждую трубу отдѣльно? 

1718. Въ бассейнъ проведены 3 трубы; черезъ первую онъ 
наполняется, а черезъ послѣднія двѣ онъ опоражнивается. Если 
открыть двѣ первыя трубы, то бассейнъ наполнится въ 30 час.; 
если открыть первую и третью, то бассейнъ наполнится въ 35 
час.; если же. открыть обѣ послѣднія трубы, то полный бассейнъ 
можетъ опорожниться въ 14 час. Во сколько времени можетъ 
бассейнъ наполниться черезъ первую трубу и опорожниться 
черезъ каждую изъ двухъ послѣднихъ трубъ? 

1719. Въ трехъ боченкахъ находилось вино; сначала изъ 
перваго влили во второй и въ третій столько, сколько было въ 
каждомъ изъ нихъ; потомъ изъ второго перелили въ остальные 
столько, сколько каждый изъ нихъ имѣлъ до этого; наконецъ, 
изъ третьяго перелили въ остальные столько, сколько въ 
каждомъ было до этого. Послѣ этого въ каждомъ боченкѣ ока-
залось по 48 бутылокъ вина. Сколько было вина въ каждомъ 
боченкѣ сначала? 

1720. Четверо играли въ карты съ условіемъ, что каждый 
проигравшій долженъ платить остальнымъ столько, сколько 
каждый изъ нихъ имѣлъ передъ сыгранной партіей. Сколько 
было денегъ у каждаго до начала игры, если извѣстно, что 
послѣ четырехъ партій, проигранныхъ каждымъ поочередно, у 
всѣхъ оказалось по 48 рублей? 

1721. Сумма двухъ чиселъ равна а, а разность Ъ; найти 
эти числа. 

1722. Двое имѣютъ а рублей; если бы первый имѣлъ въ 
т разъ болѣе того, что онъ имѣетъ, а второй въ п разъ менѣе 
того, что онъ имѣетъ, то у нихъ было бы денегъ поровну. 
Сколько денегъ имѣетъ каждый? 



1723. Куплено а аршинъ краснаго сукна и b аршинъ синяго 
и заплачено "с рублей; въ другой разъ купили по тѣмъ же 
цѣнамъ а у арш. краснаго сукна и b, арш. синяго и заплатили 
сх рублей. Сколько стоитъ аршинъ каждаго сорта? 

1724г. Въ бассейнъ проведены двѣ трубы. Черезъ первую 
бассейнъ наполняется, а черезъ вторую вода вытекаетъ. Если 
открыть первую трубу на а часовъ. а вторую на b час., то въ 
бассейнѣ окажется т ведеръ воды; если же первую открыть на 
с часовъ, а вторую на d часовъ, то въ бассейнѣ окажется п 
ведеръ воды Сколько ведеръ воды вливается черезъ первую 
трубу въ часъ и сколько вытекаетъ черезъ вторую трубу въ часъ? 

1725. Я задумалъ два числа. Если я первое умножу на а, 
а второе раздѣлю на Ь, то первый результатъ будетъ больше 
второго на с; если же я первое число раздѣлю на и къ 
частному придамъ си то получу второе число. Какія числа я 
задумалъ ? 

1726. Найти дробь, которая обращается въ т, если къ 
числителю и знаменателю ея прибавить по а, и обращается въ 
п, если отъ числителя и знаменателя ея отнять по b. 

1727. т лѣтъ тому назадъ отецъ былъ старше сына въ 
k разъ, а черезъ п лѣтъ онъ будетъ старше сына въ разъ. 
Сколько лѣтъ отцу и сколько сыну? 

1728. Нѣкто имѣлъ а рублей. Одну часть своихъ денегъ 
онъ помѣстилъ по а другую часть по рх °/о и получаетъ со 
всего капитала Ъ рублей ежегоднаго дохода. Опредѣлить 
каждую часть. 

1729. Чайный торговецъ имѣетъ чай двухъ сортовъ. Если 
онъ смѣшаетъ т фунтовъ перваго сорта съ п фун. второго, то 
получится смѣсь цѣною въ а рублей фунтъ; если же онъ смѣ-
шаетъ т г фунтовъ перваго сорта съ пг фунтами второго, то 
фунтъ смѣси будетъ стоить b рублей. Что стоитъ фунтъ чаю 
каждаго сорта? 

1730. Имѣемъ два сплава изъ серебра и мѣди; въ первомъ 
серебро относится къ мѣди, какъ т : п, а во второмъ, какъ р: q. 
Сколько надо взять отъ каждаго сплава, чтобы получить сплавъ 
въ 5 фунтовъ, въ которомъ серебро относилось бы къ мѣди, 
какъ а : 3? 

1731. Со станцій А и Б, находящихся на разстояніи d 
верстъ, выходятъ два поѣзда навстрѣчу другъ другу. Если 
первый поѣздъ выйдетъ т часами раньше второго, то они 
встрѣтятся черезъ п часовъ послѣ выхода второго поѣзда. Если 
же второй поѣздъ выйдетъ р часами раньше перваго, то они 
встрѣтятся черезъ q часовъ послѣ выхода перваго. Сколько 
верстъ дѣлаетъ въ часъ каждый поѣздъ? 

1732. Два тѣла движутся по окружности, длина которой 
т аршинъ; они встрѣчаются черезъ каждыя а сек., когда идутъ 
по одному направленно, и черезъ каждыя b секундъ, когда 
идутъ навстрѣчу другъ другу. Сколько аршинъ проходитъ 
каждое тѣло въ секунду? 



1733. Пароходъ прошелъ въ т часовъ а верстъ по теченію 
рѣки и Ъ верстъ противъ теченія; въ другой разъ онъ прошелъ 
въ т ѣ же т часовъ с верстъ по теченію рѣки и d верстъ про-
тивъ теченія. Опредѣлить скорость парохода въ стоячей водѣ 
и быстроту теченія рѣки. 

1734. Найти стороны прямоугольника, если извѣстно, что 
площадь его увеличивается на я кв. арш., если одну сторону 
его увеличить на k9 а другую на k t аршинъ, и уменьшается на 
Ъ квадратныхъ арш., если одну сторону его уменьшить на г арш., 
а другую на гх аршинъ. 

1735. Площадь одного квадрата больше площади другого 
на а кв. футовъ; если же мы каждую сторону перваго умень-
шимъ на т фут., а второго увеличимъ на столько же, то пло-
щадь перваго квадрата будетъ больше площади второго на b кв. 
фут . Найти стороны квадратовъ. 

1736. Два работника должны исполнить нѣкоторую работу. 
Если первый будетъ работать а часовъ, а второй b часовъ, то 

они исполнять — часть всей работы; если же, |наоборотъ, первый 
ш 

будетъ работать b часовъ, а второй: а часовъ, то они исполнять 

— часть всей работы. Во сколько часовъ отдѣльно каждый 
и 
можетъ исполнить всю работу? 

1737. Сумма 3-хъ чиселъ равна а. Найти эти числа, если 
извѣстно, что первое число больше второго въ т разъ; если же 
отъ суммы двухъ первыхъ отнять третье, то получимъ b. 

1738. Найти три числа по слѣдуюідимъ условіямъ: если 
каждое число последовательно отнимать отъ суммы двухъ 
другихъ, то получимъ разности: a, b и с. 

1739. Въ бассейнъ проведены три трубы; черезъ первыя 
двѣ вода вливается, а черезъ третью вытекаетъ. Если открыть 
в с ѣ трубы на а часовъ, то въ бассейнѣ окажется р ведеръ воды; 
если же открыть первую трубу на Ъ часовъ, вторую на с и третью 
на dy то въ бассейнѣ окажется q ведеръ. Сколько ведеръ воды 
вливается въ часъ черезъ каждую изъ двухъ первыхъ трубъ и 
сколько вытекаетъ черезъ послѣднюю, если извѣстно, что первая 
труба даетъ въ т часовъ столько, сколько вторая въ п часовъ? 

174С. Сочиненіе состоитъ изъ трехъ томовъ. Число стра-
ницъ перваго тома относится къ числу страницъ второго тома, 
какъ т: п\ число страницъ второго тома ртносится къ числу 
страницъ третьяго, какъ p\q. Опредѣлить число страницъ 
каждаго тома, если извѣстно, что во второмъ томѣ на а страницъ 
меньше, чѣмъ въ первомъ и третьемъ вмѣстѣ. 

1741. Въ бассейнъ проведены 3 трубы; черезъ первую трубу 
бассейнъ наполняется, а черезъ двѣ послѣднія опоражнивается. 
Если открыть первую и вторую трубы, то пустой бассейнъ напол-
нится въ Ъ часовъ; наконецъ, если открыть двѣ послѣднія трубы, 
то полный бассейнъ моя^етъ опорожниться въ с часовъ. Во 



сколько времени можетъ наполниться бассейнъ черезъ первую 
трубу и опорожниться черезъ каждую изъ двухъ послѣднихъ 
трубъ ? 

1742. Въ пяти боченкахъ находилось вино. Сначала изъ 
перваго боченка перелили в ъ остальные столько, сколько было 
в ъ каждомъ; потомъ изъ второго перелили в ъ остальные столько, 
сколько оказалось передъ этимъ в ъ каждомъ. Такимъ же обра-
зомъ поступили послѣ съ третьимъ, четвертымъ и пятымъ бочен-
комъ. Когда вино перелили изъ пятаго боченка въ остальные, 
то въ каждомъ боченкѣ оказалось по а бутылокъ вина. Сколько 
было вина въ каждомъ боченкѣ сначала? 

Г Л А В А V I . 

Изспѣдованіе уравненій первой степени. 

А. Уравненіг съ одиимъ неизвѣстнымъ. 

§ 138. Рѣшая различныя задачи при помощи уравненій, 
мы получали отвѣты на вопросы каждой задачи. Однако нельзя 
сказать, что всякое рѣшеніе, полученное изъ уравнения, удовле-
творяешь требованіямъ вопроса. Иногда случается, что р ѣ т е н і е , 
вполнѣ удовлетворяющее составленному уравненію, вмѣстѣ съ 
тѣмъ представляетъ совершенно невозможный отвѣтъ на вопросъ 
задачи. Пояснимъ это примѣромъ. 

Купецъ имѣлъ двухъ сортовъ сукно: синее и красное; всего 100 
аршинъ. Когда онъ продалъ четверть всего количества перваго 
сорта и пятую — второго, то у него осталось 60 аршинъ. 
Сколько аршинъ синяго и сколько краснаго сукна было у купца? 

Обозначивъ черезъ х число аршинъ синяго и черезъ 1 0 0 — * 
число аршинъ краснаго сукна, мы получимъ уравненіе: 

} х + і (100 — * ) = 100 — 60. 

Рѣшивъ его, найдемъ, что х = 400. Очевидно, что этотъ 
отвѣтъ не годится для данной задачи; синяго сукна не можетъ 
быть 400 аршинъ, потому что обоихъ сортовъ было всего только 
100 аршинъ. 

Изъ этого примѣра мы видимъ, что недостаточно еще рѣпшть 
задачу при помощи уравненій, является необходимость изслѣ -
довать ее. 



§ 139. Изслѣдоватъ задачу значитъ узнать, возможна ли она 
или невозможна, а также, не представляешь ли она въ своемъ 
рѣшеніи какихъ-либо особенныхъ случаевъ. 

Чтобы изслѣдовать задачу, надо рѣшить ее въ общемъ 
видѣ и . разсмотрѣть, какія значенія можетъ имѣть полученное 
рѣшеніе. 

Но прежде, чѣмъ приступить къ изслѣдованію отдѣльныхъ 
задачъ, изслѣдуемъ мы уравненіе первой степени съ однимъ 
неизвѣстнымъ. 

§ 140. Общій видъ уравненія первой степени съ однимъ 
неизвѣстнымъ есть слѣдующій: 

ах — b, 
г д ѣ а и b суть цѣлыя количества, при чемъ а представляетъ 
сумму в с ѣ х ъ коэффиціентовъ (какъ положительныхъ, такъ и 
отрицательныхъ) при неизвѣстномъ, a b — сумму извѣстныхъ 
членовъ. 

Изъ этого уравненія имѣемъ: 

b 
X — — 

а 

IJ 
Выраженіе: - называется общимъ рѣшеніемъ для уравненій 

первой степени съ однимъ неизвѣстнымъ. Разсмотримъ, какія 
значенія это рѣшеніе можетъ имѣть. 

Такъ какъ а и b представляютъ сумму положительныхъ и 
отрицательныхъ количествъ, то оба они 1) могутъ имѣть одина-
ковые знаки, т.-е., оба эти количества могутъ быть или положи-
тельными, или отрицательными, 2) могутъ имѣть разные знаки, 
т.-е., одно изъ нихъ можетъ быть положительнымъ, а другое 
отрицательнымъ, 3) можетъ b равняться нулю, но а не равняться, 
4) можетъ а равняться нулю, а Ь не равняться, и 5) наконецъ, 
оба эти количества могутъ равняться нулю. Соотвѣтственно всему 
этому могутъ быть слѣдующія рѣшенія: 

§ 141. Р ѣ ш е н і я положительный. Если а ж Ь имѣютъ оди-
наковые знаки, то для я; получается величина положительная, и 
такое р ѣ т е н і е называется положительнымъ 

Положительныя рѣшенія большею частью представляютъ 
прямой отвѣтъ на вопросъ задачи. Въ этомъ мы не разъ имѣли 
возможность убѣдиться при рѣшеніи задачъ. 



Но иногда положительный рѣшенія не удовлетворяясь 
вопросу и этимъ показываютъ невозможность самаго вопроса. 
Это бываетъ тогда, когда искомое неизвѣстное подчиняется 
нѣкоторымъ условіямъ, которыя не могутъ быть выражены въ 
уравненіи; напр., если неизвѣстное должно быть цѣлымъ числомъ 
или не превышать извѣстнаго предѣла. Пояснимъ это на 
примѣрахъ. 

1) Скотопромышленным продалъ 30 штукъ скота: коровъ и 
овецъ, за 492 рубля. Сколько онъ продалъ коровъ, если за корову онъ 
бралъ 40 рублей, а за овцу 4 рубля? 

Обозначивъ искомое число коровъ черезъ х, получимъ, что 
овецъ онъ продалъ 30 — * штукъ. За коровъ онъ получилъ 4 0 * 
рублей, а за овецъ (30 — * ) 4 рублей. Слѣдовательно, у насъ 
получилось уравненіе: 

4 0 * + (30 — * ) 4 = 492. 

Откуда * = Это рѣшеніе, хотя и удовлетворяетъ урав-
ненію, но не годится для данной задачи, потому что, по смыслу, 
искомое неизвѣстное должно быть числомъ цѣлымъ. Найденное 
рѣшеніе показываетъ невозможность вопроса при данныхъ 
условіяхъ. 

2) Который теперь часъ, если извѣстно, что число часовъ, 
прогиедшихъ отъ полуночи, больше удвоеннаго числа часовъ, остав-
шихся до полудня, на 18? 

Обозначивъ число часовъ, прошедшихъ отъ полуночи, черезъ 
а оставшихся до полудня, черезъ 1 2 — * , получимъ уравненіе: 

* — 2 ( 1 2 — х ) = 18. 

Откуда * = 14. Это рѣшеніе также не годится для данной 
задачи, такъ какъ, по условію задачи, искомое не можетъ быть 
больше 12. Слѣдовательно, данная задача невозможна. 

Точно такъ же невозможна задача, приведенная нами в ъ 
§ 138, потому что число аршинъ синяго сукна не можетъ быть 
больше 100. 

§ 142. Отрицательный рѣшенія. Если количества: b и а 
имѣютъ разные зааки, то для * получается величина отрица-
тельная, и самое рѣшеніе называется отрицательными 



Отрицательныя рѣшенія, удовлетворяя уравненію, показы-
ваютъ большею частью невозможность вопроса. Въ частныхі> же 
случаяхъ оно можетъ быть прямымъ отвѣтомъ на вопросъ задачи. 
Это бываетъ тогда, когда вопросъ допускаетъ двоякія рѣшенія: 
положительныя и отрицательныя. Наиримѣръ: 

1) (Возможное рѣшеніе). Какое число (положительное или 
отрицательное) надо придать къ числителю и знаменателю дроби 

чтобы получить 

Изъ условія задачи имѣемъ уравненіе: 

11 + х 2 
2.1 + х 7 

Откуда * = — 7. Это рѣшеніе является прямымъ отвѣтомъ 
на вопросъ задачи, потому что задача допускаетъ отрицательныя 
рѣшенія. 

2) (Невозможное рѣшеніе). Для починки дома нанято 
несколько плотниковъ и столяровъ, всего 10 человекъ. Плотнику 
платили въ день 60 коп., а столяру і рубль. Сколько было нанято 
плотниковъ, если известно, что всѣмъ рабочимъ заплатили за 
одинъ день работы 12 руб? 

Обозначивъ число плотниковъ черезъ * и число столяровъ 
черезъ 10 — получимъ уравненіе: 

60* + 100(10 — х) = 1200. 

Откуда х = — 5. Это рѣшеніе показываетъ невозможность 
вопроса задачи, такъ какъ искомое яеизвѣстное, по смыслу 
должно быть положительнымъ. 

§ 143. Значеніе отрицательныхъ рѣшеній. Отрицательныя 
рѣшенія важны в ъ томъ отношеніи, что они, указывая на не-
возможность вопроса, вмѣстѣ съ тѣмъ ^аютъ намъ средство 
опредѣлить, въ чемъ заключается эта невозможность и какъ 
надо изменить самую задачу, чтобы вопросъ былъ возможенъ. 

Чтобы уяснить себѣ послѣднее правило, разсмотримъ слѣ-
дующее свойство уравненій: Если данное уравненіе имѣетъ 
отрицательный корень, то этотъ же корень съ обратнымъ 
знакомъ удовлетворяетъ другому уравненію, которое получается 
изъ даннаго уравненія черезъ перемену знаковъ при неизвестномъ 
на обратные. 



Положимъ, что уравыеніе: ax — b имѣетъ корень отрица-

тельный, т.-е., пусть * = ~ = — т . Докажемъ, что если вмѣсто 

х в ъ данномъ уравненіи поставимъ: — * , то корень для новаго 
уравненія: а . ( — х ) = Ь будетъ + т. 

Въ самомъ дѣлѣ , изъ уравненія: а . ( — х) = Ь имѣемъ: — * = 

— т - Умноживъ обѣ части послѣдняго равенства на: — 1, 

получимъ: х = + т, что и требовалось доказать. 
Это свойство уравненій даетъ намъ возможность легко измѣ-

нить самое уравненіе, корень котораго отрицательный, такъ, 
чтобы ему удовлетворяло найденное рѣшеніе, но только съ поло-
жительнымъ знакомъ. Для этого надо в ъ составленномъ урав-
нены вездѣ перемѣнить знаки при неизвѣстномъ на обратные. 
Такъ, если мы во второй задачѣ (§ 142) перемѣнимъ знаки при 
х на обратные, то получимъ слѣдующее уравненіе: 

— 60* + 100(10 + х) = 1200 ИЛИ 100(10 + х) — 6 0 * = 1200. 
Откуда * = 5. 
Понятно, что новое уравненіе не соотвѣтствуетъ условіямъ 

данной задачи; но если мы внимательно разсмотримъ полученное 
уравненіе, то легко опредѣлимъ, какъ надо измѣнить условіе 
или вопросъ задачи, чтобы полученное положительное рѣшеніе 
было бы прямымъ отвѣтомъ на вопросъ задачи. 

Въ самомъ дѣлѣ , в ъ уравненіи: 

100(10 + х) — 6 0 * = 1200 

* попрежнему обозначаетъ число плотниковъ, а выраженіе 1 0 + * 
число столяровъ. Выраженіе: 60* обозначаетъ деньги, зарабо-
танный плотниками, а выраженіе: 100(10 + * )—деньги , зарабо-
танныя столярами. Слѣдовательно, все уравненіе показываетъ, 
что если отъ денегъ, заработанныхъ столярами, отнять деньги, 
заработанныя плотниками, то получится 1200 коп. Соотвѣтственно 
этому измѣненному уравненію задача приметъ слѣдующій в и д ъ : 
Для починки дома нанято несколько плотниковъ и столяровъ, 
при чемъ послѣднихъ на 10 человѣкъ больше, чѣмъ первыхъ. Плот-
нику платили въ день 60 коп., а столяру і рубль. Сколько было 
плотниковъ, если известно, что столяры за свою работу полу-
чали ежедневно на 12 рублей более, чемъ плотники ? 

Этой задачѣ и будетъ служить прямымъ отвѣтомъ положи-
тельное рѣшеніе * = 5, т.-е., плотниковъ было 5 человѣкъ. 



Примѣры: 

1) Отцу лгътъ, а сыну 20; черезъ сколько лп>тъ отецъ 
будетъ старше сына въ у разъ ? 

48 И- х = 5(20 + х). 

Откуда * = — 1 3 . Задача невозможна. Но если мы в ъ урав-
н е н ы при х перемѣнимъ знаки, то получимъ новое уравненіе: 

48 — х = 5(20 —jf*), 

которое показываетъ, что в ъ данной задачѣ надо измѣнить 
вопросъ слѣдующимъ образомъ: Сколько лгьтъ тому назадъ отецъ 
былъ старше сына въ / разъ? Тогда получимъ в ъ отвѣтъ, что 13 
лѣтъ тому назадъ отецъ былъ с т а р т е сына в ъ 5 разъ. 

2) Въ бассейнъ, вместимостью въ 32 бочки, проведены 2 
трубы; черезъ первую трубу въ часъ вливается р бочекъ, а черезъ 
вторую выливается і) бочекъ воды. Во сколько часовъ напол-
нится пустой бассейнъ, если открыть обѣ трубы? 

Пусть бассейнъ наполнится въ х часовъ; тогда изъ условія 
задачи имѣемъ уравненіе: 

9х — lSx = 32. 

Откуда х = — 8. Задача невозможна. Но если мы въ урав-
неніи перемѣнимъ знаки при неизвѣстномъ, то получимъ уравненіе: 

— 9х + 13х = 32 ИЛИ 13* — 9х = 32. 

Это послѣднее уравненіе показываетъ, что въ 8 часовъ 
бассейнъ не наполнится, а, наоборотъ, опорожнится. 

§ 144. Нулевыя рѣшенія- Если въ формулѣ х — —, количе-
а 

ство b равно нулю, но а не равно нулю, то х = — = 0. Такое рѣ-
а 

т е н і е называется нулевымъ. 

Нулевое р ѣ т е н і е иногда является прямымъ отвѣтомъ на 
вопросъ задачи; иногда же, когда по смыслу задачи искомое не 
должно равняться нулю, оно показываетъ невозможность вопроса 
задачи. Напримѣръ: 

1) Какое число надо придать къ числителю и знаменателю 

чтобы получить 



Обозначивъ искомое число черезъ х, получимъ уравненіе: 
6 + X 1 О . п у 

откуда х = - = 0. Это рѣшеніе показываетъ, что къ 

числителю и знаменателю дроби ничего не надо прибавлять, 
А.с 

1 потому что эта дрооь и оезъ того равна 
2) Найти дробь, знаменатель которой въ два раза больше 

числителя, и которая обращается въ f , если къ числителю ея 
прибавить 6, а къ знаменателю іу. 

Обозначивъ числителя черезъ х и знаменателя черезъ 2х, 

получимъ у р а в н е н і е : - - - ~ ^ = | ; откуда * = 0. Это рѣшеніе пока-
сіХ —{— 10 О 

зываетъ невозможность самаго вопроса, потому что такой дроби: 
0 

0 . 2 
Ъ 

быть не можетъ. 

§ 145. Безконечныя рѣшенія. Если въ формулѣ: * 
а 

количество а равно нулю, но b не равно нулю, то корнемъ урав-

ненія: ах = Ь будетъ служить выраженіе: Это выраженіе пока-

зываетъ не только невозможность вопроса, но и невозможность 

самаго уравненія. Въ самомъ дѣлѣ, корень: ~ получился изъ 
уравненія: 0 . * = Ь. Подобнаго уравненія быть не можетъ, потому 
что нельзя представить себѣ такого числа, которое при умно-
женіи на нуль даетъ въ произведен!!! нѣкоторое число b, не 
равное нулю. Возьмемъ задачу. 

Какое число надо придать къ числителю и знаменателю 
дроби f , чтобы получить і? 

ѣ 

3 4- х 
Изъ условія задачи имѣемъ уравненіе: • ; = 1. Освобо-;ѵ 8 -Ь X 

д. •> уравненіе отъ дробей, получимъ: 

3 = 8 + 

Очевидно, что это уравненіе невозможно. Какое бы число 
мы ни поставили вмѣсто х} никогда первая часть не можетъ 



равняться второй. Р ѣ т и в ъ это уравнете , получимъ: х = j 

ЭТО р ѣ т е н і е показываетъ, что нѣтъ такого числа ни положи-
тельнаго, ни отрицательнаго, которое обратило бы данную дробь 
в ъ 1, если мы придадимъ его к ъ числителю и знаменателю 
данной дроби f . 

§ 146. Понятіе о безконечности. Выраженія вида: ^ сами 

по себѣ не имѣютъ никакого смысла, но они введены в ъ алгебру 
и имѣютъ особое опредѣленное значеніе. Чтобы уяснить себѣ 
это значеніе, посмотримъ, что сдѣлается съ дробью, если знаме-
натель ея будетъ уменьшаться. Если в ъ дроби: — количество а 

а 
. . 1 1 1 1 
будетъ принимать значенія: —> — , іоооо И Т ' Д*' Т 0 С а м а 

дробь- обратится в ъ 106, 1006, ЮООб и т. д., т.-е., величина ея 
а 

будетъ возрастать по мѣрѣ уменьшенія знаменателя. И когда 
знаменатель этой дроби станетъ меньше всякой данной величины, 
то и величина дроби можетъ превзойти какое угодно большое 
число. Другими словами, по мѣрѣ уменъшеніл знаменателя 
величина данной дроби становится все больше и больше, и нако-
нецъ она можетъ стать болѣе всякаго числа, какое только можно 
вообразить. Это безконечно большое число называется безко-
н е ч н о с т ь ю и выражается знакомъ <х>. 

Слѣдовательно, выраженіе ^ = со. 

Безконечность можетъ быть положительною и отрица-
тельною, смотря по тому, какіе знаки имѣютъ члены дроби, 
знаменатель которой безпредѣльно приближается къ нулю. Если 
знаки у членовъ одинаковые, то дробь, безпредѣльно увеличи-
ваясь, остается всегда положительною, и потому получается + ©о. 
Если же знаки у членовъ разные, то при безпредѣльномъ воз-
растаніи абсолютной величины дробь будетъ всегда оставаться 
отрицательною, и потому получится: — оо. Итакъ, выражет 

6 _ 
~ = =ь= оо. 

о 

Изъ этого послѣдняго равенства вытекаетъ, что 0 = • 

Эта послѣдняя формула обозначаете что если в ъ дроби при 
12* 



ax2 Ct( CI2 x2) 
Р ѣ ш е н і е : — = - ' = a(a + x)=a(a + a) — 2a2. 

a — * a — л ; y 

2) Чему равна дробь: x \ если x=y = 2. 
x У 

Р ѣ п г е н і е : 

— ys_(x — y) (x2 + xy + y2)_x2 + xy + y2 12 3 

x*—y4~(x2 + y2)(x + y){x—y)~ (x2+y2)(x+y)~ 3 2 — 8 * 

3) Чему равна дробь: 9 ? е с л и b = 3 a ? 

pv . 3 a2 — ab a(8a—b) a a a 
Ш е Н і е : 9a2—6ab +b2~~(3a — ~ 

§ 149. Заключеніе. Итакъ, рѣшенія уравненііі первой сте-
пени съ однимъ неизвѣстнымъ могутъ быть: положительным, 
отрицательным, нулевыя, безконечныя и неопределенным. Послѣднія 
три рѣшенія называются замѣчательными случаями рѣпгенія. 

§ 150. Приступимъ теперь к ъ изслѣдованію нѣкоторыхъ 
задачъ, помѣщенныхъ в ъ III главѣ . 

1. Задача № 1463. Чтобы изслѣдовать эту задачу, запи-
шемъ ее в ъ общемъ видѣ : Въ бассейнъ проведены две трубы; 
черезъ первую можетъ онъ наполниться въ т часовъ, а черезъ 
вторую въ п часовъ. Черезъ сколько часовъ наполнится пустой 
бассейнъ, если открыть обе трубы? 

Обозначивъ искомое число часовъ черезъ х9 получимъ 
уравненіе: 

т п 
г, тп 
Откуда х — —т— т-\-п 

Полученная формула показываетъ, что данная задача имѣ-
етъ только положительныя рѣшенія, которыя всегда удовле-
т в о р я ю т вопросу, потому что в ъ задачѣ н ѣ т ъ никакихъ ограни-
чивающихъ условій. 



2. Задача № 1397. Какое число надо придать къ числи-

телю дроби чтобы получить дробь 

I х 'УУІ 
Изъ условія задачи имѣемъ уравненіе: —~—=—•; откуда х — 

z z J * — — П о л у ч е н н о е выраженіе показываетъ, что задача имѣетъ 
п 

три рѣшенія: положительное, отрицательное и нулевое. 

Положительное рѣшеніе будетъ тогда, когда bm > an. 

Отрицательное будетъ въ томъ случаѣ, если bm < an. 

Ну левое у — если bm = an. 

Такъ какъ задача, по смыслу, допускаетъ всѣ эти три 
рѣшенія, то вопросъ всегда возможенъ. 

# 

Посмотримъ, что означаетъ нулевое рѣшеніе этой задачи. 
а /уп 

Раздѣливъ обѣ части равенства: an — Ьт на Ьп9 получимъ: т ^ — о пѣ 

Слѣдовательно, при нулевомъ рѣшеніи данная дробь | равня-

, т ^ а . т ется дроби—. Если же ^-равняется дроби —, то отсюда вытекаетъ 

прямой отвѣтъ, что къ числителю данной дроби не надо при-
УУІ 

бавлять никакого числа, чтобы получить дробь: — 
п 

3. Задача № 1466. Въ бассейнъ проведены двѣ трубы; черезъ 
первую онъ можетъ наполниться вър часовъ, а черезъ оторую вся 
вода можетъ вытечь въ q часовъ. Во сколько времени можетъ 
наполниться пустой бассейнъ, если открыть обп> трубы сразу? 

Обозначивъ искомое число черезъ х, получимъ уравненіе: 

- - — - = 1; откуда х — ^ , . Полученное выраженіе для х 
р q q—p 
показываетъ, что залача можетъ имѣть три рѣшенія: положи-
тельное, отрицательное и безконечное. 

Положительное рѣшеніе будетъ тогда, когда q^>p- Оно 
является прямымъ отвѣтомъ на вопросъ задачи. 



Отрицательное будетъ, если q<Lp- Оно показываетъ невоз-
можность вопроса, и вмѣстѣ съ тѣмъ показываетъ, что если мы 
въ уравненіи при неизвѣстномъ перемѣнимъ знаки на обратные, 
то новому уравненію будетъ удовлетворять то же самое рѣшеніе 
съ положительнымъ знакомъ; при чемъ это рѣшеніе будетъ слу-
жить прямымъ отвѣтомъ на вопросъ задачи, которая получается 
изъ данной черезъ измѣненіе нѣкоторыхъ условій, соотвѣтственно 
измѣненію уравненія. 

х X 
Измѣнивъ знаки при * въ уравненіи: — •—— = 1, получимъ' 

уравненіе: — = 1 или - — ~ = 1. Этому уравненію соотвѣт-
р q q Р 

ствуетъ слѣдующая задача: 

Въ бассейнъ проведены двѣ трубы; черезъ первую онъ можетъ 
наполниться въ р часовъ, а черезъ вторую вся вода можетъ вытечь 
въ q часовъ. Во сколько времени опорожнится полный бассейнъ, 
есл0 открыть обп> трубы сразу? 

Безконечное рѣтеніе будетъ, если р = q. Оно показываетъ, 
что бассейнъ никогда не можетъ ни наполниться, если онъ 
будетъ пустой, — ни опорожниться, если онъ будетъ полный. 
Дѣйствительно, въ этомъ послѣднемъ случаѣ сколько черезъ 
первую трубу вольется въ бассейнъ, столько же черезъ вторую 
въ то же время выльется. 

Задача № 1398. Какое число надо придать къ числи-

телю и знаменателю]дро6и чтобы получить дробь 

Изъ условія задачи имѣемъ уравненіе: откуда 

bm — an ~г • г х = тт.. Полученное выраженіе *для х показываетъ, что 

данная задача можетъ имѣть пять рѣшеній: положительное, 
отрицательное, нулевое, безконечное и неопредѣленное. 

Положительное ргьщеніе будетъ тогда, когда bm > an и 
или bm <і ап и п <С м. 

Отрицательное ргыиеніе будетъ тогда, когда bm > an, но 
п < т, или наоборотъ, когда bm <С апу но п > т. 

Нулевое рѣшеніе будетъ тогда, когда bm = an, но п не 
равно т . 



В с ѣ эти три рѣшенія являются прямыми отвѣтами на вопросъ 
задачи. (О значеніи нулевого рѣшенія см. примѣръ 2). 

Безконечное решеніе получается въ томъ случаѣ , если 
но Ьт не равно an. Оно означаетъ невозможность вопроса. 

nt 
Дѣйствительно, если п = т, то дробь: — = 1; кромѣ того, если 

Ьт не равно an, то дробь: не равна единицѣ. Слѣдовательно, 

данная задача приводится к ъ нахожденію такого числа, которое 

обращаетъ дробь ~ въ единицу, если прибавить его к ъ числителю 

и знаменателю дроби, — что невозможно, такъ какъ а не равно 
Ь. (См. безконечныя р ѣ т е н і я §§ 145, 146, 147). 

Неопределенное решеніе получается, если Ьт = an и п = т. 
Оно означаетъ, что всякое число удовлетворяешь вопросу задачи. 
В ъ самомъ дѣлѣ , если п = т и bm = an, то и Ь = а. Слѣдова-
тельно, в ъ задачѣ требуется найти такое число, которое, если 
мы придадимъ к ъ числителю и знаменателю, обращаетъ данную 
дробь в ъ единицу. Такъ какъ числитель и знаменатель дроби 

у равны между собою, то очевидно, что всякое число удовле-

творяетъ задачѣ . 

§ 151. Задача о курьерахъ. Два курьера едутъ по напра-
вленію прямой JYTJ/; первый курьеръ проѣзжаетъ въ часъ ѵг верстъ, 
<х второй у2 верстъ. Въ известный моментъ первый проѣхалъ 
мимо станціи Jtf, а второй, спустя т час., проѣхалъ мимо стан-
щи }}, лежащей по направленію ихъ движенія за станціей jtf 
на разстояніи d верстъ. Определить, на какомъ разстояніи за 
станціей }} курьеры встретились. 

d. 

С 2 Станція- А С і Станція В £ 
м-1 ^—В—I- НИ- : н ѵ 

X X 

W W 
/ / / / 



Предположим^ что курьеры встрѣтились за станціей В гдѣ -
нибудь в ъ точкѣ С Обозначнмъ разстояніе отъ В до С черезъ 

d+x 
х. Тогда первый курьеръ ѣхалъ всего часовъ отъ А до С: 

а второй отъ В до С: — . Изъ условія задачи имѣемъ уравне.ніе: 
'Ѵ2 

d Л- х x 
= ж. 

Vi v2 

Рѣшивъ это уравненіе, получимъ; 

v2(mvl—d) 

Полученное выраженіе для x показываетъ, что задача 
можетъ имѣть всѣ пять рѣшеній. 

1) Положительное ріьшеніе получается тогда, когда тѵх d 
и или т ѵ і <С d и < Это рѣшеніе показы-
ваетъ, что встрѣча состоялась в ъ точкѣ С, которая лежитъ за 
станціей В на разстоянш, выраженномъ полученной формулой. 
Что дѣйствительно эта встрѣча возможна за станціей В, видно 
изъ самой формулы. В ъ самомъ дѣлѣ , произведете тѵх озна-
чаетъ пространство, которое проѣхалъ первый курьеръ в ъ т 
часовъ. Слѣдовательно, оно показываетъ, на сколько удалился 
онъ отъ станціи А до того момента, когда второй курьеръ про-
ѣзжалъ мимо станціи В. Бели же тѵг > d, то это означаетъ, 
что первый курьеръ проѣхалъ в ъ т часовъ больше, чѣмъ раз-
стояніе отъ А до В, и слѣдовательно, в ъ то время, когда второй 
курьеръ былъ на станціи В, первый былъ дальше. Условіе же 
ѵ 2 > ѵі показываетъ, что второй курьеръ ѣ х а л ъ скорѣе, чѣмъ 
первый; слѣдовательно, встрѣча возможна гдѣ-нибудь за станціей 
В в ъ точкѣ С. 

Точно такъ же, если т ѵ х < Ѵ , то это означаетъ, что первый 
курьеръ еще не доѣхалъ до станціи В , когда второй былъ уже 
тамъ. Условіе же ѵ2 < ѵх показываетъ, что первый курьеръ 
ѣхалъ скорѣе, чѣмъ второй; слѣдовательно, встрѣча возмояша 
гдѣ-нибудь за станціей В въ точкѣ С 

2) Отрицательное ргьшеніе можетъ получиться, во-иервыхъ, 
тогда, когда т ѵ х > d, но ѵ2 < ѵ и и, во-вторыхъ, тогда, когда 



mvl <C d, но Оно показываетъ невозможность вопроса. 
Но если мы въ уравненіи перемѣнимъ знаки при * на обратные, 
то найденное рѣшеніе съ положительнымъ знакомъ будетъ удо-
влетворять новому уравненію. 

Перемѣнивъ знаки при получимъ уравненіе: 

d— х . х 

Это уравненіе соотвѣтствуетъ задачѣ, въ которой требуется 
узнать мѣсто встрѣчи курьеровъ не за станціей В, а передъ этой 
станціей. Точка встрѣчи: Сх или С2 при этомъ можетъ лежать 
или между станціями А и В или передъ станціей А. Въ 

первомъ случаѣ выражение: - означаетъ время, которое упо-

требилъ первый курьеръ на проѣздъ отъ станціи А до встрѣчи 

въ точкѣ Ct; выраженіе же — означаетъ время, которое употре-
ѵ2 

билъ второй курьеръ на проѣздъ отъ С, до станціи В; и по 
условію сумма этихъ временъ равна т часамъ. 

Во второмъ же случаѣ, когда точка встрѣчи будетъ лежать 

передъ станціей А, выраженіе: — отрицательное, потому что 
�
 \ 

d — х х х > d; поэтому, вмѣсто него въ уравненіи: 1 — = т можно 
ѵг V 2 

х d х — d % 
поставить: — . Тогда получимъ уравненіе: f- — т 

х х — d или = т. 
ѵ2 ѵ { 

Въ этомъ послѣднемъ уравненіи выраженіе: показываетъ, 

сколько часовъ употребилъ второй курьеръ на проѣздъ отъ точки 

встрѣчи до ст. В, а выраженіе: х ^ показываетъ число чаеовъ, 

которое употребилъ первый курьеръ на проѣздъ отъ точки 
встрѣчи до ст. А; и по условію разность этихъ времена равна 
т часамъ. 

Что курьеры при допущеніи тѵ х но или mvt 

< d> но v2 должны встрѣтиться не за станціей В, а передъ 



нею, можно доказать еще слѣдующимъ образомъ. Если т ѵ х 

то первый курьеръ проѣхалъ уже станцію В, когда второй при-
быль туда; но такъ какъ ѵ 2 < ѵ и т.-е., второй курьеръ ѣдетъ 
медленнѣе перваго, то встрѣча не можетъ произойти, потому что 
первый курьеръ находится впереди. Встрѣча эта произошла 
гдѣ-нибудь передъ станціей В раньше. Точно такъ же, если 
тѵх <С d , то первый курьеръ не доѣхалъ еще" до станціи В, 
когда второй былъ уже тамъ; но такъ какъ ѵ2 > ѵг, т.-е., второй 
курьеръ ѣдетъ скорѣе перваго, то встрѣча не можетъ произойти, 
потому что первый курьеръ находится позади. Встрѣча эта 
произошла гдѣ-нибудь передъ станціей В. 

3. Нулевое рѣьиеніё будетъ тогда, когда тѵЛ = d, но ѵ2 не 
равно ѵх. Оно означаетъ, что курьеры встрѣтились на станціи В. 

4. Безконечное рѣшеніе получается, когда тѵх не равно d, 
но ѵ2 = vt. Оно показываетъ, что встрѣчи не было и не можетъ 
быть. В ъ самомъ дѣлѣ , если первый курьеръ не доѣхалъ до 
станціи В в ъ то время, когда второй былъ тамъ, или же пере-
ѣхалъ ее, то встрѣчи быть не можетъ, потому что они двигаются 
съ одинаковой скоростью. 

5. Неопределенное рѣгиеніе получается, если тѵх — d и 
ѵ 2 = ѵ х . Оно показываетъ, что курьеры в ъ одно и то же время 
были на станціи В и двигаются в е з д ѣ съ одинаковой скоростью; 
слѣдовательно, они постоянно будутъ вмѣстѣ , такъ что каждую 
точку ихъ пути можно считать за точку встрѣчи. 

Б. Два уравненгя съ двумя неизвестными. 

§ 152. Возьмемъ систему двухъ уравненій съ двумя неиз-
вѣстными в ъ общемъ видѣ : 

(ах + by = г, 
\агх + Ь,у = с,. 

Рѣшивъ ихъ, получимъ: 
cb1 — сЛ І\ асЛ — а, с 
ab j—аЛЬ ~ ab, — axb 

При изслѣдованіи этихъ выраженій разсмотримъ два случая: 
первый случай, когда общій знаменатель: abx — а х b не равенъ 
нулю, и второй, когда! знаменатель равняется нулю. 

§ 153. Первый случай. В ъ этомъ случаѣ оба рѣшенія 
могутъ быть: или положительными, или отрицательными, или 
нулевыми; кромѣ того, одно изъ нихъ можетъ быть положитель-
нымъ, а другое отрицательнымъ, или нулевымъ; наконецъ, одно 



можетъ быть отрицательными а другое нулевымъ. Каждое изъ 
этихъ рѣшеній имѣетъ такое же значеніе, какое имѣютъ соот-
вѣтственныя рѣшенія уравненій съ однимъ неизвѣстнымъ. 
Замѣтимъ при этомъ, что оба нулевыя рѣшенія могутъ полу-
читься тогда, когда извѣстные члены в ъ уравненіяхъ равны 
нулю. Это вытекаетъ изъ самихъ уравненій. В ъ самомъ дѣлѣ , 
если в ъ уравненіяхъ: ах + Ьу = с и ахх + Ьху = сх вмѣсто хиу 
поставимъ нуль, то с и с, обращаются в ъ нуль. 

§ 154. В т о р о й случай. Знаменатель аЪх —ахЬ равенъ нулю. 

В ъ этомъ случаѣ оба рѣшенія могутъ быть или безконеч-
ними, или неопределенными. 

Безконечными они бываютъ тогда, когда числитель одного 
изъ корней не равенъ нулю, а неопределенными, когда числитель 
одного изъ корней равенъ нулю. 

Докажемъ сначала, что если одинъ изъ корней принимаетъ 

видъ: то и другой будетъ имѣть тотъ же видъ, т.-е., надо 

сЬ. — сЛЬ 0 асл — а. с О 
доказать, что если * — - 7 ' то у = V \ = 

abx —axb 0 ^ abx — axb 0 

Если то cbx=cxb и аЪх=алЪ. Раздѣливъ первое 

с с 
равенство на второе, получимъ - = -1-; откуда асх = ахс. Слѣ-

а. a j 

ас. — а, с 
довательно, у = - = 

аЪх—ахЬ О 

Легко теперь доказать, что если одинъ корень будетъ 
безконечнымъ, то и другой тоже будетъ безконечнымъ. В ъ 
самомъ дѣлѣ , другой корень можетъ быть или безконечнымъ 
или неопредѣленнымъ; но неопредѣленнымъ онъ не можетъ 
быть, потому что тогда и первый, по доказанному выше, долженъ 
быть неопредѣленнымъ; стало быть, второй корень долженъ 
быть безконечнымъ. 

§ 155. Безконенныя решенія показываютъ не только невоз-
можность вопроса, но и невозможность самой системы уравненій. 



Въ самомъ дѣлѣ , если мы первое изъ данныхъ уравненій умно-
жимъ на 6 , , а второе на Ъ, то получимъ: 

abxx + bbxy = cbx. 
axbx -f- bb ,y — cxb. 

При безконечномъ рѣшеніи аЪх = агЬ, но cbx не равно схЪ. 
Слѣдовательно, первыя части полученныхъ уравненій противо-
рѣчатъ вторымъ. (См. § 136, 2.) 

Неопредѣленныя рѣтенія показываютъ, что уравненіямъ и 
вопросамъ задачи удовлетворяете безчисленное множество вели-
чинъ. Чтобы убѣдиться въ этомъ, умножимъ первое уравненіе 
на Ь19 а второе на Ъ; получимъ: 

аЬхх -j- bb, у == cb ^. 
axbx + bb, у = 

Но если * = то abx = ахЬ и cbx = схЬ. Слѣдовательно, 

оба эти уравненія совершенно одинаковы, или представляютъ 
одно и то же уравненіе. Но намъ уже извѣстно (§ 119), что 
одно уравненіе съ двумя неизвѣстными имѣетъ безчисленное 
множество корней. Давая въ этомъ случаѣ х какія угодно зна-
ченія, мы можемъ получать соотвѣтствеаныя значенія для у. 

Задачи. 

Подставить въ слѣдующія уравиенія вмѣсто количествъ: 
ту п, р и q такія числа, чтобы корни для уравненія получились: 
положительные, отрицательные, нулевые, безконечные и неопре-
дѣленные: 

1743. тх + w = рх + q. 1744. тх — п = рх — q. 
1745. п — тх = рх -+- q. 1741). тх + п — q — рх. 

Онредѣлить, при какомъ значеніи количества а корни ниже-
слѣдующихъ уравненій будутъ: положительными, отрицатель-
ными и нулевыми : 



Опредѣлить, при какомъ значеніи количествъ : а и b корни 
будутъ безконечными и неопредѣленными в ъ слѣдующихъ урав-
неніяхъ: 

ах — В х — b 1 а * + 5 0 
17э1. •—-г = — - — . 1<э2. — - — = 26 — х. 

о 2 о 

Измѣнить слѣдующія уравненія такъ, чтобы корни ихъ 
Зыли положительными: 

1753. 7 = 2 . ' 1754. — — 4 = 
3 ь 

1 7 5 б . - 5. 1756. + * L ± _ 9 э 2. 
2 3 4 6 7 
2 * + 1 4 + 3 * 1 — * 5*—1 В(х—1) . . 

_ ' 24 — * 4 — 3 * , 13 3 
1759. — - — • — 7 — . . = 1., 1760. 2 4 * 1 2 * + 18 8 + 12* 

1761. — 2 . 1762. ( 1 — * ) ( 2 + * ) = ( 3 + * ) ( 4 — *) . 
* •— о •• * -j- і 

Опредѣлить истинное значеніе дробей: 
А2 - а2 1 

1763. - х при а = Ь. 1764. — 4 при а = 1. 
а—b г а — 1 г 

8(а—2) ^ 2*2 — 8 
. Ъ Ь Ь * П Р Й а = 2- 1 7 W > * 5 * = ~ 1 0 П Р И ^ 

1767. ~2lZ~2 П Р И 1768. —2~ЕГ5 п Р и % = 

З а 4 — 6а2 + 3 _ _ а 2 — 8а + 16 » 
1769. —-7-75 r f — при а = 1. 1770. — -f-— при а = 4. 

5(а2 — 1) 4а — 16 г 

£4 ^4 _ £4 
1771. тк при а = £. 1772. — — г при а = 6. 

а 2 — Ъ2 r a — b , 
Изслѣдовать задачи: № 1487—1515 и № 1721—1736. 

Г Л А В А V I I . 

Неравенства. 

*>(>. Опредѣленія. Неравенствомъ называется такая 
которая показываетъ, что одно количество не равно 

к ; і Одно изъ количествъ можетъ быть больше или меньше 
Л ^ : зависимость эта выражается при помощи знаковъ: 

пл". которые называются знаками неравенства. Напр.: 
С ^ 3 < 9 ; a—b^>c—d и 'Т. п. . . ' 



П р и м ѣ ч а н і е . Иногда знакъ неравенства соединяется со 
знакомъ равенства, напримѣръ: х^>Ь или Такое обозна-
ченіе показываетъ, что нѣкоторое количество больше или равно 
другому, и, наоборотъ, одно количество меньше или равно 
другому. 

В ъ неравенствѣ , какъ и в ъ равенствѣ , выраженіе, стоящее 
передъ знакомъ неравенства, называется первою частью нера-
венства, а стоящее послѣ знака неравенства, — второю частью 
неравенства. 

Всякое неравенство можно разсматривать, какъ равенство, 
въ которомъ пропущенъ одинъ изъ членовъ, вслѣдствіе чего равенство 
нарушилось. 

§ 157. Первая часть неравенства считается больше второй 
тогда, когда къ послѣдней надо придать какое-нибудь положи-
тельное количество, чтобы обратить неравенство в ъ равенство; 
и, наоборотъ, первая часть считается меньше второй, если к ъ 
послѣдней надо придать какое-нибудь отрицательное количество, 
чтобы неравенство обратилось в ъ равенство. Такъ, в ъ неравен-
с т в ѣ : 5 > 2 первая часть больше второй потому, что ко второй 
надо придать 3 положительныхъ единицы, чтобы это неравенство 
обратилось в ъ равенство. Точно такъ же в ъ н е р а в е н с т в ѣ : — 7 < 1 1 
первая часть меньше второй потому, что ко второй надо придать 
18 отрицательныхъ единицъ, ' чтобы данное неравенство обра-
тилось в ъ равенство. 

На этомъ основаніи считаются: 
1) изъ положительныхъ количествъ то ббльшимъ, у котораго 

абсолютная величина больше, — такъ 6 > 3 ; 
2) всякое положительное количество больше всякаго отрица-

тельнаго, — т а к ъ : 5 > — 6 ; 
3) изъ отрицательныхъ количествъ то больше, у котораго 

абсолютная величина меньше, — т а к ъ : — 4 > — 1 5 ; 
4) всякое положительное количество больше нуля; 
5) всякое отръщательное количество меньгие нуля. 

П р и м ѣ ч а н і е . Мы должны замѣтить, что выраженіе : 
„всякое положительное количество больше всякаго отрицатель-
наго" есть чисто условное. По самому существу, нельзя считать, 
что ~f 4 > — 5, или что 4 рубля выигрыша больше 5 рублей 
проигрыша, такъ какъ эти величины разнородны, а потому не 
могутъ быть сравниваемы. Однако условились всякую величину 
положительную считать больше отрицательной, потому что, со-



блюдая это условіе, мы никогда не впадемъ ни въ какую по-
грѣшность, не встрѣтимъ никакого противорѣчія. То же самое 
можно сказать и относительно 4 и 5 положеній. 

Пояснимъ примѣромъ, почему устоновлено такое условіе. 
Положимъ, что у одного человѣка есть на 4 рубля имущества, 
а у другого не только нѣтъ никакого имущества, но еще онъ 
имѣетъ 5 рублей долга; очевидно, что первый человѣкъ : будетъ 
богаче второго, или имущество перваго. человѣка будетъ больше, 
чѣмъ второго. 

Точно такъ же изъ двухъ людей тотъ богаче, который ни-
чего не имѣетъ, чѣмъ тотъ, который имѣетъ долги и т. п. 

§ 158. На основаніи всего вышесказаннаго всѣ числа, какъ 
положительные, такъ и отрицательные, располагаются въ слѣ-
дующемъ безконечномъ ряду: 

— оэ, . . . . — 5, — 4, — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . ' .со, 
изъ которыхъ каждое тѣмъ больше, чѣмъ дальше оно отодвинуто 
направо. 1 

Кромѣ того, если желаютъ обозначить, что какое-нибудь 
количество положительное, то пишутъ: 0 ; если же желаютъ 
обозначить, что оно отрицательно, то пишутъ: a<Z 0. 

§ 159. Главныя свойства неравенства /. Къ обѣимъ частямъ 
неравенства можно придать гіли отнять отъ нихъ поровну, при 
чемъ неравенство не нарушится. Напр.: 

7 > 3 и 7 + 4 > 3 + 4; а-<Ь и а — с<Ь~ с. 
Это свойство основывается на той аксіомѣ, что если мы къ 

неравнымъ в^личинамъ придадимъ поровну, то получатся не-
равныя величины, а именно: та изъ нихъ останется большею, 
которая была больше. 

На основаніи этого свойства вытекаютъ с л ѣ д с т в і я : 

1) Въ неравенствѣ, какъ и въ уравненіи, можно переносить 
члены изъ одной части въ другую, при чемъ нужно перемѣнить 
знаки у переносимаго члена на обратные. 

Такъ, напримѣръ, въ неравенствѣ: а + 8Ь < с — 2d, придавъ 
къ обѣимъ частямъ по 2d и вычтя по а получимъ следующее 
неравенство: З^ + 2 d < i с — а. Сравнивая его съ первымъ, видимъ, 
что членъ: 2d перешелъ изъ второй части въ цервую, а членъ: 
а обратно, при чемъ знаки у нихъ перемѣнйлись. 

• • Л/, і з 



2) Можно почленно складывать неравенства одинаковаго 
смысла; напр.: 

если Ъ и d, то я + с > £ + d. 

В ъ самомъ дѣлѣ , придавъ к ъ обѣимъ частямъ неравенства: 
а > b по d, получимъ: а + d > Ъ + d. Но если в ъ первой части 
полученнаго неравенства d замѣнимъ посредствомъ с, то эта часть 
увеличится, такъ какъ с > d\ слѣдовательно, неравенство: 
а + b d вѣрное. 

3) Можно почленно вычитать одно неравенство изъ другого, 
имѣющаго съ первымъ обратный смыслъ; напр.: если а ^ > Ь и 
с <Cd, то а — с > b — d или с — a <id — b. 

Доказывается эта истина такъ же, какъ и предыдущая. 
II. Обе части неравенства можно умножать или делить 

какое угодно положительное количество, и неравенство не 
н, ^шится. Напр.: умноживъ или раздѣливъ неравенство: 4 <С 6 
ш І. получимъ неравенства: 8 < 12 и 2 < 3. 

Это свойство вытекаетъ изъ той аксіомы, что если неравныя 
величины помножимъ или раздѣлимъ на какое-нибудь положи-
тельное количество, то получатся неравныя величины, а именно: 
та изъ нихъ останется большею, которая была больше. 

На этомъ свойствѣ основывается уничтоженіе дробныхъ 
членовъ въ неравенстве. Для этого надо привести в с ѣ дробные 
члены к ъ общему знаменателю и отбросить общаго знаменателя, 
^то равносильно умноженію обѣихъ частей неравенства на об-
щаго знаменателя. Напримѣръ, пусть дано намъ неравенство: 
£ + > i f . Общій знаменатель будетъ 40. Приведя в с ѣ члены 

. 25 , 100 ' 64 
къ общему знаменателю, получимъ — + — >> — ; откуда 

25 •+ 100 > 64. 

III. Если обе части неравенства умножимъ, илиразделимъ 
на какое-нибудь отрицательное количество, то надо знакъ нера-
венства переменить на обратный, т.-е. вместо > надо взять <С 
и наоборотъ. 

Чтобы доказать это послѣднее свойство, возьмемъ неравен-
ство : а 

Допустимъ, что ко второй части неравенства надо придать 
какое-то положительное количество х, чтобы неравенство обра-



тилось в ъ равенство, т.-е. допустимъ, что а = Ъ + Умножимъ 
это равенство на какое-нибудь отрицательное количество: т, по-
лучимъ: 

am — bm + тх. 

В ъ этомъ послѣднемъ равенствѣ ч л е н ъ : т х непремѣнно 
будетъ отрицательнымъ, потому что онъ представляетъ произве-
д е т е двухъ количествъ: положительнаго х и отрицательнаго т . 

Если мы теперь отбросимъ этотъ членъ, то получимъ не-
равенство, в ъ которомъ первая часть будетъ меньше второй? 
такъ какъ къ послѣдней надо придать отрицательное коли-
чество: тх, чтобы это неравенство обратилось в ъ равенство. 
Следовательно, 

am<ibm. 

Такимъ же образомъ доказывается, что и при дѣленіи на 
отрицательное количество знакъ неравенства измѣняется на 
обратный. д j? 

С л ѣ д с т в і я . 1) Если мы умножимъ неравенство на — 1, 
то знаки у в с ѣ х ъ членовъ измѣнятся на обратные, при чемъ 
измѣнится и знакъ неравенства. Слѣдовательно, въ неравенстве 
можно переменять знаки у всехъ членовъ на обратные, но при 
этомъ надо изменить и знакъ самаго неравенства. 

2) Нельзя умножать неравенство на буквеннаго множителя, 
знакъ котораго намъ неизвѣстенъ. 

§ 160. Р ѣ ш е н і е н е р а в е н с т в а Неравенства могутъ иногда 
содержать неизвѣстныя количества. Тогда они, подобно урав-
неніямъ, раздѣляются на неравенства съ однимъ, двумя и болѣе 
неизвѣстными. По степени же неизвѣстныхъ неравенства раз-
дѣляются на неравенства первой, второй и т. д. степени. Раз-
смотримъ рѣшеніе неравенствъ первой степени съ однимъ только 
неизвѣстнымъ. 

Решить неравенство значитъ найти такое количество, ко-
торое, будучи подставлено вмѣсто неизвѣстнаго, обращаетъ 
данное неравенство в ъ очевидное неравенство. Неравенства рѣ-
шаются точно такъ же, какъ и уравненія, т.-е., надо неравенство; 
1) освободить отъ дробей, 2) раскрыть скобки, 3) перенести не-
извѣстные члены в ъ первую часть, а извѣстные во вторую, 
4) сдѣлать п р и в е д е т е подобныхъ членовъ и 5) раздѣлить обѣ 
части неравенства на коэффиціентъ при неизвѣстномъ. 

is* 



Примѣры: 
3 * — 4 л ^ х—6 

I. 6 < - з - . 

Оевободимъ отъ дробныхъ членовъ : 
B(Sx — 4) — 90 < 5 ( * — 6). 

Раскроемъ скобки: 9 * — 12 — 90 < 5 * — 30. 
Перенесемъ ч л е н ы : 9 * — 5 * < — 3 0 + 9 0 + 12. 
Сдѣлаемъ п р и в е д е т е : 4 * < 7 2 . 
Раздѣлимъ обѣ части на 4, получимъ: * < 1 8 . Слѣдо-

вательно, данному неравенству удовлетворяетъ всякое число, 
меньшее 18. 

И 2х — Ь 6х — 10 
3 • 4 ' 

1) 4 (2 * — 5 ) < 3 ( 6 * — 1 0 ) . 
2) 8 * — 2 0 < 1 8 * — 3 0 . . • 
3) 8 * — 1 8 * < — 3 0 + 20. 
4 )—10* < — 1 0 или 1 0 * > 1 0 . 
5) * > 1 . Слѣдовательно, данному неравенству удовлетво-

ряетъ всякое число, большее 1. 

§ 161. Изъ рѣшенія предыдущихъ примѣровъ мы видимъ, 
что даннымъ неравенствами удовлетворяетъ безчисленное мно-
жество величинъ; поэтому, всп> задачи, для ріьшенія которыхъ 
мы употребляема неравенства, суть задачи неопредгьленныя. 

Не находя опредѣленнаго отвѣта, при рѣшеніи неравенствъ 
мы получаемъ только предѣлъ, больше или меньше котораго 
должны быть отыскиваемыя неизвѣстныя. Такъ, в ъ первомъ 
нашемъ примѣрѣ высшимъ предѣломъ для неизвѣстнаго служитъ 
число 18, а во второмъ — низшимъ предѣломъ число 1. 

Но иногда одно и то же неизвѣстное входитъ в ъ нѣсколько 
неравенствъ. Тогда при рѣшеніи получается не одинъ, а два 
или нѣсколько предѣловъ для неизвѣстнаго. Положимъ, что 
неизвѣстное входитъ в ъ два неравенства; тогда при рѣшеніи 
этихъ неравенствъ получится два предѣла. При этомъ могутъ 
быть слѣдующіе случаи: 

1. Оба предѣла могутъ быть одного свойства; напр. : 
* > 1 0 и * > 3 или j y < 6 и j y < 2 0 . В ъ этомъ случаѣ одинъ 
предѣлъ содержится в ъ другомъ, а потому является лишнимъ, 
не нужнымъ. Такъ, в ъ первомъ нашемъ примѣрѣ, если неиз-



вѣстное больше 10, то оно и подавно, больше 3. Слѣдовательно, 
второй предѣлъ содержится в ъ первомъ, а потому является 
лишнимъ. Точно такъ ,же, во второмъ примѣрѣ истиннымъ 
предѣломъ для^ѵ будетъ число б, потому что если неизвѣстное 
меньше 6, то оно и подавно будетъ меньше 20. Слѣдовательно, 
в ъ первомъ примѣрѣ для неизвѣстнаго мы можемъ взять всякое 
число, большее 10, а во второмъ — всякое число, меньшее 6. 

2. Оба предела могутъ быть разныхъ свойствъ; напр.: 
д ; < 9 и л ; > 5 . В ъ этомъ случаѣ число цѣлыхъ рѣшеній бываетъ 
ограничено. Такъ, в ъ нашемъ примѣрѣ цѣлыхъ рѣшеній можетъ 
быть только три, а именно: я; можетъ равняться : 8, 7 и 6. 

Но иногда предѣлы разныхъ свойствъ противорѣчатъ другъ 
другу. Положимъ, что при рѣшеніи двухъ неравенствъ мы полу-
чили слѣдующіе предѣлы: я: > 1 0 и я: < 5. Очевидно, что если 
неизвѣстное больше 10, то оно не можетъ быть меньше 5. Про-
тиворѣчащіе предѣлы показываютъ, что данныя неравенства 
несовмѣстны, и вопросъ, изъ котораго получились эти нера-
венства, невозможенъ. 

Примѣры: 

I. 7 — я ; > 3 7 — бя: и 9 — 5 * > 3 6 — 8я;. 

Р ѣ ш и в ъ эти неравенства получимъ: я: > 6 и я ; > 9 , предѣлы 
одного свойства; значитъ, всякое число, большее 9, удовлетво-
ряете даннымъ неравенствамъ. 

II . 2х — 5 < 1 1 И 9 я ; > 4 0 —я;. 

Р ѣ ш и в ъ эти неравенства, найдемъ я; < 8 и х > 4 . Даннымъ 
неравенствамъ у д о в л е т в о р я ю т в с ѣ числа, заключающіяся между 
8 и 4. Ц ѣ л ы х ъ рѣшеній три: я: = 7, 6 и . 5 . 

III. 9 + З я ; < 1 0 + 2я; И 24 — 7 я : < 3 . 

Рѣшенія суть:. л ; < 1 н х > 3 . Получились противорѣчащіе 
предѣлы; слѣдовательно, данныя неравенства несовмѣстны. 

§ 162. Состав л еніе неравенствъ. При помощи неравенствъ 
рѣшается много задачъ. Д л я этого изъ условій задачи соста-
вляютъ неравенства такимъ же образомъ, какъ и уравненія; 
затѣмъ рѣшаются неравенства. 



Примѣры: 

1. Если искомое число разделимъ на 3 и къ полученному 
частному придадимъ то сумма будетъ меньше утроеннаго неиз-
вестнаго числа, уменьшеннаго на 100. Найти это число. 

Обозначивъ искомое число черезъ х9 получимъ неравенство: 

| + 4 < 3 * — 1 0 0 . 
о 

Откуда я; > 8 9 , т.-е. всякое число, большее 39, удовле-
т в о р я е м вопросу. 

2. Если путешестѳенникъ будетъ проезжать въ день на 12 
верстъ менгье того, что онъ проезжаешь., то въ 6 дней онъ успеетъ 
сделать болев 840 верстъ. Если же онъ станешь проезжать па 
15 верстъ более, то въ4днл онъ не успеетъ проехать 840 верстъ. 
Сколько верстъ проезжаешь онъ въ день? 

Обозначивъ искомое число черезъ х , получимъ неравенства: 

Q(x— 12) > 840 и Цх + 15) < 840. 

Откуда х^>1&2 и x<Z 195., т.-е. путешественникъ проѣзжаетъ 
больше 152 верстъ и меньше 195. Цѣлыхъ рѣшеній 42. 

§ 163. Мы уже видѣли, что задачи, для рѣшенія которыхъ 
употребляютъ неравенства, имѣютъ безчисленное множество рѣ~ 
шеній, т.-е. онѣ неопредѣленны. Однако, если знакъ неравенства 
соединяется со знакомъ равенства, то изъ д в у х ъ неравенствъ 
можетъ получиться одно только опредѣленное рѣшеніе. На-
примѣръ. — Я задумалъ число. Если его увеличить въ пять 
разъ и затемъ придать 10/ то сумма будетъ не более 85; если 
же его уменьшить въ 5 разъ и изъ пятой части вычесть 2, то 
разность получится не менее 1. Какое число я задумалъ? 

Изъ условія задачи имѣемъ неравенства: 

. . .. 5 * + 10 < 8 5 И 2 > 1 . 
. . ^ _ 5 

Откуда х ^ 15 и * ^ 15. Слѣдовательно, этой задачѣ удо-
влетворяете одно только рѣшеніе. 



Рѣшить неравенства: 

1773. х - f 5 > 7. 
1775. 2 7 * - f l i < 9 5 . 
1777. 4 2 + 24* > 8 9 * —168. 

•2x _ , x 1779. 

1781. 

1783. 

3 
5л;—11 

4 
Зл; х -

х — 1 ^Их 

6 

10 

: Задачи.: 

1774. 
1776. 
1778. 

1780. 

1782. 12 

* — 8 > 8 . 
5л; + 6 < 2 л ; . 
В(х + 1 ) > 5 (х — 1). 
2 л ; + 1 ^ 7 л ; + 5 

1784. 

2 
х + В 

2 
х+6 

6 

8 

К 

х-

X + 5 

3 * 
6 22л; < 30 

1785. 

1787. 

1788. 

1789. 

1790. 

Найти цѣлыя рѣшенія для слѣдующихъ неравенствъ: 
х 

Bx — 15 > 13 2 
2х + 12 < 38. 

1786. 
K f + f -

X . X 

~2 ~3" 4 2 
•х 11 — Зл; 
~ < 23 ' 

1 > 

1 8 -

17 — Зл; Зх-

12л: — 8 

X , х — 
З ^ 5~ 
л : — 3 

3 
4л: 

< 
3 

2л;. + 15 

> * + 2. 

X-

4 
5л;-

3 
7л: 

9 
4 ^ л ; - 5 л; — 1 

"Г о * 

2 

5 + 8 л : 
6 > 

10 
45 — 8л; 

> 6 , 6 - х 
2* 

Зл; , 2л; ^ 
т + т < 0 -

Найти цѣлыя числа, который, будучи поставлены вмѣсто а, 
обращаютъ слѣдующія дроби в ъ количества положительная: 

1791. 

1794. 

8а — 1 5 
3 * 

6а — 4 
3# + 2 

1792. 

1795. 

За 
4 

Ьа — 2-
3 — 4а' 

1793. 

1796. 

За 
2 а + 15* 
3 — 4 а 

За 



1797. Если к ъ искомому удвоенному числу придадимъ 6 
то полученная сумма будетъ болѣе разности, которая получится' 
когда мы отъ учетвереннаго искомаго числа отнимемъ 124' 
Найти это число. 

1798. Найти дробь, числитель которой на 12 меньше зна-
менателя. Если прибавить к ъ числителю и знаменателю по 3, то 
знаменатель будетъ превышать числителя болѣе, чѣмъ в ъ 3 раза. 

1799. Найти дробь, числитель которой на 48 меньше зна-
менателя. Если к ъ числителю и знаменателю придать по 24, то 
знаменатель будетъ превышать числителя болѣе, ч ѣ м ъ в ъ два 
раза; если же отъ числителя и знаменателя отнять по б, то 
знаменатель будетъ превышать числителя менѣе, чѣмъ в ъ 8 разъ. 

1800. Если пароходъ станетъ проѣзжать в ъ часъ 5 верстами 
болѣе того, что онъ проѣзжаетъ, то в ъ 10 часовъ онъ успѣетъ 
сдѣлать болѣе 200 верстъ; если же онъ станетъ проѣзжать на 
3 версты менѣе, то в ъ 20 часовъ онъ не успѣетъ проѣхать 200 
верстъ. Сколько верстъ проѣзжаетъ пароходъ в ъ ч а с ъ ? 

1801. Когда дробь увеличивается, если прибавлять к ъ ея 
числителю*и знаменателю поровну, и когда она уменьшается? 

1802. Доказать, что если сложить какую-нибудь дробь съ 
ея обращенной, то сумма будетъ больше 2. 

Г Л А В А V I I I . 

Неопредѣленныя уравненія. 

§ 164. Мы уже видѣли, что если число уравненій меньше 
числа неизвѣстныхъ, то существуетъ для н и х ъ неопредѣленное 
число рѣшеній, вслѣдствіе чего эти уравненія называются не-
опредѣленными. По числу неизвѣстныхъ неопредѣленныя урав-
ненія раздѣляются на такія, в ъ которыхъ число неизвѣстныхъ 
однимъ больше, чѣмъ число уравненій —- двумя, тремя и т. Э. 

Простѣйшее изъ неопредѣленныхъ уравненій есть одно 
уравненіе съ двумя неизвестными. Общій видъ такого уравненія 
есть слѣдующій: 

ах + by = су 

г д ѣ подъ а, Ь и с надо подразумѣвать цѣлыя числа. Очевидно, 
что это уравненіе имѣетъ безчисленное множество рѣшеній. В ъ 
самомъ дѣлѣ , изъ этого уравненія мы получаемъ: 

с — by 
х = 

а 



Теперь, если станемъ давать произвольный значенія у , то 
получимъ соотвѣтствующія значенія для х, а именно: 

если у = 0, то 

„ у — 1, „ 

§ 165. Х о т я неопредѣленныя уравненія имѣютъ безчис-
ленное множество рѣшеній, но обыкновенно число ихъ ограни-
чиваютъ слѣдующими двумя условіями: 

1) Неизвестныя должны быть целыми числами, при чемъ 
в ъ ч и с л ѣ д ѣ л ы х ъ чиселъ считается и нуль. 

2) Неизвестныя должны быть положительными числами. 

§ 166. Прежде, чѣмъ приступить к ъ выводу правила нахож-
денія цѣлыхъ рѣшеній, замѣтимъ, что не всякое уравненіе 
имѣетъ цѣлыя рѣшенія, а именно: 

1) Если коэффиціенты при неизвѣстныхъ суть целыя числа, 
а известное дробь, то такоеуравненіе не имѣетъ цѣлыхъ рѣшеній. 
Наприѵ.ѣръ, уравненіе: 

bx -f- 7jy = 8 f 

не имѣетъ д ѣ л ы х ъ рѣшеній, потому что, по условію, Ьх и Чу 
суть цѣлыя числа, но сумма дѣлыхъ чиселъ не можетъ рав-
няться дроби. Слѣдовательно, по крайней мѣрѣ , хотя одно изъ 
этихъ неизвѣстныхъ должно быть дробью. 

2) На этомъ основаніи, если въ уравненіи коэффициенты 
при неизвѣстныхъ имгьютъ общаго делителя, на котораго изве-
стный членъ не делится, то данное уравненіе не имѣетъ целыхъ 
решеній, потому что, раздѣливъ всѣ члены уравненія на этого 
общаго для коэф. дѣлителя, получимъ дробный извѣстный членъ. 
Напр., уравненіе: 6 * + 8у = 9 не имѣетъ цѣлыхъ рѣпіеній, 
потому что, раздѣливъ всѣ члены на 2, получимъ уравненіе: 

3 * + 4 у = 

которое не можетъ быть рѣшено въ цѣлыхъ числахъ. 
Изъ сказаннаго видно, что коэффициенты при неизвѣстныхъ 

должны быть числами взаимно простыми. 

X: 

X : 

Х~ 

- 0 ' 

~а' 

с—Ъ. 
: 1 

а 
с + ЬЬ 

а 
и т. п. 



§ 167. Рѣшеніе неопредѣленныхъ уравненій. Решить 
неопределенное уравненіе въ гщлыхъ числахъ значить составить 
для неизвестныхъ такія формулы, по которымь легко опреде-
ляются всевозможные целые корни даннаго уравненія. Такъ, для 
уравненія: 

3* — 7'у = 17 

мы, по указаннымъ ниже (§ 168) правиламъ, можемъ составить 
слѣдующія формулы: 

* = 7t + 1 и у = 3f — 2. 

Если в ъ этихъ формулахъ вмѣсто t станемъ подставлять 
какія угодно цѣлыя числа, то получатся для х я у цѣлыя коли-
чества, которыя будутъ удовлетворять данному уравненію. В ъ 
самомъ дѣлѣ , 

если t = 0, то х = 1, а у = — 2; 
„ t = 1, „ х = 8, „ у = 1; 
„ t = 2, „ х = 15, „ у — 4; 
„ t ——1, „ х =—6, „ у = — 5 и т. п. 

Каждое изъ полученныхъ такимъ образомъ количествъ обра-
гцаетъ данное уравненіе в ъ тождество. 

Укажемъ, какимъ образомъ составляются подобныя формулы. 

§ 168. Если въ уравненіи при одномъ изъ неизвѣстныхъ 
коэффиц. служитъ единица, то такія уравненія рѣщаются очень 
просто. Положимъ, что мы имѣемъ уравненіе: 

Ъх + у = 42. 

Перенеся Ьх во вторую часть уравненія, получимъ: 

у = 42 — Ьх. 

Послѣдняя формула и представляетъ рѣшеніе для даннаго 
уравненія, потому что, придавая какія угодно цѣлыя значенія х , 
мы получимъ соотвѣтствующія цѣлыя значенія д л я ^ . Такъ, если 
х — Ъ, то jy = 42 — 25 = 17; если * = — 4 , TO у = 42— (—20) = 62 
и т. п. 

Возьмемъ теперь такое уравненіе, въ которомъ котффиціенты 
не равны еди"ицѣ ; полояшмъ; 

Зх—7у = 17. 



Чтобы рѣшить его, опредѣлимъ сначала неизвѣстное, 
имѣющее меньшій коэффиц., относительно другого неизвѣстнаго 
получимъ: 

17 + 7 j ; _ 1 7 ly 
3 ~ Т ^ З ' 

Исключивъ изъ неправильныхъ дробей цѣлыя числа, по-
лучимъ: 

2 4- ѵ 
х = о + 2у + 

Очевидно, если х и у, по условію, должны быть цѣлыми 

числами, то и выраженіе: 2 у тоже должно быть цѣлымъ 
и 

числомъ. 

Разумѣя подъ і дѣлое число, допустимъ, что 
2+j /_ 

3 

Тогда * = 5 + 2у + 1 . . . (2). 

/ . . . (1). 

Освободивъ уравненіе (1) отъ знаменателя, получимъ: 
2 -\-у = 3/, т.-е., получрімъ новое неопредѣленное уравненіе съ 
двумя неизвѣстными, но у котораго коэффиц. при одномъ изъ 
неизвѣстныхъ служитъ единица. Изъ зтого послѣдняго урав-
ненія имѣемъ: 

y = Zt — 2. 

Подставивъ в ъ уравненіе (2) вмѣсто у его величину, по-
лучимъ : 

• * = 5 + 2(3/ — 2) +t=7t+1. 

Возьмемъ второй примгьръ: 

8 * + 1 3 j v = 55. 

Чтобы найти цѣлыя рѣшенія, опредѣлимъ я. 

55 — 1 3 у п . 7 — 5у 

Полагая 7 J*y- = /, имѣемъ * = 6 —у + t... (1). 
8 



Освободивъ уравнѳніѳ : 7—~ = t отъ дробей, получимъ 

7 — Ьу — ъи Откуда у = 7 l - . f 4 . 2 ~ 

2 з^ 
Полагая — - — = tu имѣемъ у — t + tx..9 (2). 

Освободивъ уравненіе : 2 8 / = ^ отъ знаменателя, полу-

чимъ: 2 — 8 / = 5*!. Откуда * = _ h + 2 ~ 2 / i . 
5 3 

2 2/ 

Полагая — - — - = имѣемъ — ^ /2 . . . (З). 

Освободивъ уравненіе : - — — і /2 отъ знаменателя, полу-
2 Q/ / 

чимъ 2 — 2tx = 3/2 • Откуда = — - = і — /2 
•о 2 

Полагая = / 3 , имѣемъ == 1 — /2 — /3 . . . (4). Изъ урав-

н е н і я ~ - : = / 3 имѣемъ t2 = 2tb . . . (5). 

Въ этомъ послѣднемъ уравненіи /3 можно придавать про-
извольный цѣлыя значенія, и соотвѣтственно этому получатся 
цѣлыя значенія для х и у. 

Въ самомъ дѣлѣ , подставивъ въ уравненіе (4) вмѣсто t2 его 
величину 2*з, получимъ: 

tx = 1 — 2/3 — /3 = 1 — 3/3 . 

Подставивъ въ уравненіе (3) вмѣсто t 
1 и t2 ихъ величины 

относительно / 3 , получимъ: 
/ ~ — (1 — ы ь ) + 2/з = — 1 + З/з + 2/3 = ы ь — 1. 

Подставивъ въ уравненіе (2) вмѣсто t и tu ихъ величины, 
получимъ: 

У = 1 — (5 / 3 — 1) + (1 — З/з) = 3 — 8/3. 

Наконецъ, изъ уравненія (1) находимъ, что: 

* = 6 — (3 — 8/3) + (5/3 — 1) = 2 + 13/3 . 

Формулы: * = 2 + 13/8 и у = 3 — 8/3 и прѳдставляютъ обіція 
рѣшенія для даннаго уравненія: 8 * ~u lSy — 55. 



§ 169. Изъ предыдущихъ примѣровъ мы видимъ, что 
сущность рѣшенія неопредѣленнаго уравненія состоитъ въ томъ, 
что данное уравненіе приводится къ 'другому, у котораго коэф-
фициенты меньше; второе приводится къ третьему, у котораго 
коэф. еще меньше . . . и т. д. до тѣхъ поръ, пока не получимъ 
уравненія, у котораго одинъ изъ коэффиц. равенъ 1. Это по-
слѣднее уравненіе рѣшается непосредственно. Затѣмъ при по-
мощи послѣдовательныхъ подстановокъ находятся формулы 
для * и у. 

Легко видѣть, что, поступая по указаннымъ правиламъ, мы 
всегда получимъ такое уравненіе, въ которомъ одинъ изъ коэф. 
будетъ равенъ 1. Въ самомъ дѣлѣ, коэффиціенты послѣдова-
тельныхъ уравненій получаются такимъ образомъ: большгй коэфф. 
делится на меныиій, и полученный остатокъ становится коэфф. 
второго уравненія при вспомогателъномъ неизвестному; затѣмъ 
меныиій коэффиц. делится на остатокъ; принцмаемый за коэфф. 
второго уравненія при вспомогателъномъ неизвестномъ, и новый 
остатокъ принимается за коэффиц. въ третъемъ уравненги; первый 
остатокъ делится на второй, второй на третгй и т. д., и 
каждый остатокъ принимается за коэф. въ следующемъ уравненги. 
Значитъ, при рѣшеніи неопредѣленныхъ уравненій мы прибѣ-
каемъ къ такому ряду послѣдовательныхъ дѣленій коэффиц., 
какой употребляется при нахожденіи общаго наибольшего дѣли-
теля. Но такъ какъ коэффиц. при * и у суть числа взаимно 
простыя, то непремѣнно дойдемъ до остатка, равнаго 1, т.-е., непре-
мѣнно получимъ уравненіе, въ которомъ при одномъ изъ неиз-
вѣстныхъ коэф. будетъ 1. Это показываетъ, что всякое урав-
неніе вида: ах 4- by — с, въ которомъ а и Ь суть числа взаимно 
простыя, имеетъ целыя региенія. 

§ 170. Упрощенія. При рѣшеніи неопредѣленныхъ урав-
неній весьма выгодно пользоваться нѣкоторыми упрощеніями, 
которыя иногда возмоя^ны. Покажемъ ваяшѣйшія изъ нихъ. 

1. Возьмемъ уравненіе: 7х — 13у = 40. Рѣшая его, получимъ: 

- , , Ь + Ьу 

ЭТО послѣднее выраженіе моягао упростить слѣдующимъ 
образомъ: дѣля 13 у на 7, мы возьмемъ частнымъ не у, а 2у; 
тогда въ остаткѣ у насъ получится не ву, а: —у; слѣдовательно, 

* будетъ равно 5 + ,2у + 



Очевидно, что в ы р а ж е н і е : ^ - у ^ гораздо проще, чѣмъ выра 

. 5 + 6 у 
женіе: — — 

Полагая, что 0 7 у = получимъ: 

y = b — 7t\ х = 5 + 2(5 — It) + / = 15 — 13Л 

Отсюда мы можемъ вывести правило: если во время региени 
неопределенныхъ уравненій при последовательномъ деленіи в\ 
остатке получится коэффиц.. неизвестнаго больгие половинь 
делителя, то нужно коэфф. въ частномъ увеличить на 1 и взят\ 
отригщтельный остатокъ. 

2. Положимъ, что намъ дано уравненіе: 17х—I2jy = 18, вт 
которомъ коэфф. при у и извѣстный членъ имѣютъ общаго дѣли-
теля 6. Раздѣливъ все уравненіе на этого дѣлителя, получимъ; 
Их 17х 

2у = з. Очевидно, что выраженіе: — - есть цѣлое коли-
6 6 

чество, потому что 2у и 3 суть цѣлыя числа. Но такъ какъ 17 
и 6 числа взаимно простыя, то х должно дѣлиться на 6 безъ 
остатка. П у с т ь - = я:1. Тогда, подставивъ в ъ данное уравненіе, 

о 

вмѣсто ^ его величину х и получимъ уравненіе: 17^! — 2у = 3 

которое гораздо проще даннаго уравненія. Рѣшивъ его, найдемъ, 
что хг = 2/ + 1, а у = 171 + 7. Слѣдовательно, д: = 6xt = 
= 6(21 + 1) = 12/ + 6. 

Изъ этого мы можемъ вывести слѣдующее правило: если 
коэффиціенты при неизвестныхъ -имѣютъ общихъ делителей съ 
извѣстнымъ членомъ, то банное уравненіе полезно разделить на 
этого делителя. 

3. Возьмемъ уравненіе : 9 * — 13jy = 31. Рѣшая его, по-
лучимъ : 

, = ! Ц і й - 8 + , + ! + * . 

Поступая по вышеуказаннымъ правиламъ, мы должны 

принять, что і І - і ^ = / ; но дѣйствіе значительно упрощается, 



если мы вынесемъ въ числителѣ 4 за скобки, и примемъ, что 
1 + ѵ 
— = Такъ мы можемъ поступить на томъ основаніи, что 

У 
• 4(! + у) * 

выраженіе : ~ — е с т ь по условш цѣлое количество; но 4 и 9 
9 числа взаимно простыл; поэтому: 1 + у должно дѣлиться 
безъ остатка на 9. 

1 4- ѵ Изъ выраженія : — = t находимъ, что у = 9/ — 1, а 9 
х = 3 +у + 4/ = 3 + (9 /— 1) + 4/ = 18/ + 2. 

§ 171. Сокращенный способъ нахожденія цѣлыхъ рѣ-
шеній. Указанный нами выше способъ нахожденія цѣлыхъ 
рѣшеній называется общимъ. Этотъ способъ слишкомъ сложенъ; 
поэтому на практикѣ при рѣпіеніи неопредѣленныхъ уравненій 
пользуются другимъ, такъ назыв. сокращеннымъ способомъ, ко-
торый даетъ намъ возможность сразу писать формулы цѣлыхъ 
рѣшеній для неопр. уравн. Чтобы ознакомиться съ этимъ спо-
собомъ, возьмемъ уравненіе: 4х + Ьу = 0, въ которомъ извѣстный 

членъ равенъ нулю. Изъ этого уравненія имѣемъ: * = — 

Такъ какъ 5 и 4 числа взаимно простыя, то, слѣдовательно, 

есть цѣлое количество. Положивъ, что ^ = U получимъ: 

у = 4/, а * = — Ы. 

Сравнивая полученныя рѣніенія съ даннымъ уравиеніемъ, 
легко замѣтить, что х равно какому угодно цѣлому количеству, 
помноженному на коэффиц. при у, я у равно тому же коли-
честву, помноженному на коэффиц. при х; при этомъ знакъ у 
одного изъ коэффидіентовъ перемѣняется на обратный. Въ 
нашемъ примѣрѣ взятъ съ обратнымъ знакомъ коэффиц. при у^ 
но можно взять обратно ; тогда х = 6t, а у = — U. 

П р и м ѣ р ы : 

1) Вх + 7у = 0. x = 7t; у =z — Bt или 
* = — 7і; у = 3/. 

2) Sx — 9у = 0. я = 9/; у — St или 
\ * = — 9/ ; у = — 8/. 

3) ах + by — 0. * = =ь Ы ; у = =р at. 



• § 172. Возьмемъ теперь уравненіе в ъ общемъ в и д ѣ : 
ах + by = с. Допустимъ, что данному уравнеяію удовлетворяют* 
два цѣлыхъ числа : т и п; такъ что * = т ж у == Пт Подставивъ 
въ данное уравненіе вмѣсто * и у ихъ величины, получимъ 
тождество : ат + Ьп — с. 

Вычтя это равенство изъ даннаго уравненія, получимъ, 
а(х — т) + Ь(у — п) = 0. 

Положивъ, что * — т = xt и у — м == уІ9 найдемъ: 
ах г by і = 0, т.-е., найдемъ такое неопредѣленное уравненіе, въ 
которомъ извѣстный членъ равенъ нулю. Общее же рѣшеніе 
для этого уравненія (на основ, предыдущ. §) есть слѣдующее: 
хг = =ь bt; yt = =р at. 

Но хг = х — т и у г =у — п; слѣдовательно : 

х — т = =ь bt; у — n = =^at. 

Откуда * = т + bt; у = п — at или 
х — т — bt; у = п + at. 

Полученныя формулы и представляютъ общія рѣшенія для 
уравненія : ах + by = с. 

Легко замѣтить, к а к ъ эти формулы составляются: т и п 
суть цѣлыя частныя значенія для даннаго уравненія; выраженія 

ч ж е : bt и at представляютъ произведенія произвольнаго числа на 
коэффиц. при неизвѣстныхъ. Слѣдовательно, чтобы составить 
общее рѣшеніе для какого-либо неопр. уравн., надо сперва найти 
какимъ-либо способомъ одну пару корней для уравн.; затгьмъ къ 
этимъ корнямъ надо придать произведете произвольнаго цѣлаго 
числа на коэффиц. при другомъ неизвѣстномъ, при чемъ одинъ изъ 
коэффиц* берется съ обратнымъ знакомъ. 

П р и м ѣ р ы : 

1) Зх + = 85. Данное уравненіе обращается в ъ тождество, 
если * = 3, а у = 19. Слѣдовательно, 

fx = 3 + 4t, fx = 3 — 4/, 
\ y - 19 — 3/ И Л И {у = 1 9 + 8/. 

2) 7 * — 5JV = B. Частные корни даннаго уравненія суть: 
: х = — 1, у = ~ 3. 'Слѣдовательно: 

f * г= — 1 + 5/, = — 1 — 5/, 
— 3 + 7 / \у — — 3 — 7/. 



3) 9х —16у = 27. Данное уравненіе имѣетъ корни: х = В, 
у = о. Общее рѣшеніе будетъ : 

(х = 3 + 1 6 / , (х = 3 —16/, 
} ' ИЛИ I 
\у = 9/ ^ = — 9/. 

П р и м ѣ ч а н і е . Такимъ образомъ, мы видимъ, что для 
составленія общихъ рѣшеній сначала надо найти частныя зна-
ченія для неизвѣстныхъ. Эти частныя значенія иногда можно 
найти догадкой; вообще же можно найти ихъ при помощи под-
становокъ въ формулу: 

с —by X = а 
вмѣсто у ряда послѣдовательныхъ чиселъ. Такъ, если мы 
имѣемъ уравненіе: bx + 8у = 17, то изъ него получаемъ 

17 — 8у 
х = • 

о 

Подставивъ 0 вмѣсто у, получимъ: х = 
о 

1 _± 
,, 1 ,, у, ,, X — ? 

о 
_ 1 

,, X ,, у, ,, X — ^ — О. 
Слѣдовательно, * = 5 + 8/, у = — 1 — 5/. 

§ 173. Нахожденіе положительныхъ рѣшеній. До сихъ 
поръ мы отыскивали для неопредѣленныхъ уравненій только 
цѣлыя рѣшенія. Но большею частью, рѣшая эти уравненія, 
ищутъ не только дѣлые, но и положительные корни, чѣмъ еще 
болѣе ограничивается число рѣшеній. Покажемъ, какъ это 

.дѣлается. 

1) Возьмемъ уравненіе : Вх + 4у = 25. Рѣшивъ его, полу-
чимъ : * = 3 + 4/ ; у = 4 — 3/. Но, по условію, х ж у должны 
быть положительными числами; слѣдовательно, выраженія: 
3 + 4/ и 4 — 3/ должны быть больше нуля. 

Изъ этого мы видимъ, что произвольное количество / не 
только должно быть цѣлымъ числомъ, но и удовлетворять слѣ-
дующимъ неравенствамъ: 

3 + 4 / > 0 и 4 — 3 / > 0 . 

Изъ этихъ неравенствъ находимъ предѣлы для / : 

/ > - | и / < 1 £ . 



Эти предѣлы показываютъ, что t можетъ равняться 0 и 1 • 
слѣдовательно, данное уравненіе имѣетъ только два цѣлыхъ по-
ложительныхъ рѣшенія, а именно : если t — 0, то х = 3 и у = 4 ; 
если t — 1, то х = 7 и у — 1. 

2) Изъ уравненія 4 * — Зу — 5 находимъ : 
* = 2 4 - 3/, у = 1 + 4/. 

Откуда — £ и / = > — і , т.-е., t можетъ равняться 0, 1, 
2, 3 . . . и т. д . ; слѣдовательно, данное уравненіе имѣетъ без-
численное множество ц ѣ л ы х ъ положительныхъ рѣшеній. 

3) Рѣшая уравненіе bx + Sy = 2, получимъ: 

x — — 2 + 3/, у — 4 — bt. 
Откуда и t < C b Полученные предѣлы показываютъ, 

что данное уравненіе совсѣмъ не имѣетъ цѣлыхъ положитель-
ныхъ рѣшеній. 

Вообще, при нахожденіи ц ѣ л ы х ъ положительныхъ рѣшеній 
количество t можетъ имѣть : 

1) Предтьлы одного свойства, напр.: t^>3, или / < 2 и 
t < 0 . Такіе предѣлы показываютъ, что уравненіе имѣетъ безчи-
сленное множество цѣлыхъ положительныхъ рѣшеній (см. прим. 2). 

2) Пределы могутъ быть разныхъ свойствъ, напр.: — \ 
и і < С Ц или />•-§• и t < i b Такіе предѣлы показываютъ, что 
уравненіе имѣетъ ограниченное число ц ѣ л ы х ъ положительныхъ 
рѣшеній, или совсѣмъ ихъ не имѣетъ. (См. примѣры: 1 и 3). 

3) Наконецъ, пределы могутъ противоречить другъ другу, 
напр.: 3 и 1. Такіе предѣлы показываютъ, что уравненіе 
вовсе не имѣетъ положительныхъ рѣшеній: ни цѣлыхъ, ни 
дробныхъ. Напримѣръ: 

2х + Зу = — 35. 

Рѣшивъ это уравненіе, получимъ: 

х = — ю + 3/, у = — 5 — 2L 

Откуда / > 3} и t < — 2£. 

Дѣйствительно, данное уравненіе не можетъ имѣть поло-
жительныхъ рѣшеній, потому что извѣстный членъ его отрица-
тельный; сумма же положительныхъ количествъ не можетъ рав-
нятья отрицательному. 



§ 174. Если намъ дано неопредѣленное уравненіе, то, не 
рѣшая его, можно сказать, имѣетъ ли оно безчисленное мно-
жество цѣлыхъ полож. рѣшеній, или ограниченное число ихъ, 
или, наконецъ, совсѣмъ ихъ нѣтъ. 

1) Уравненіе вида: ах — by = с, в ъ которомъ а, Ь, и с суть 
цѣлыя положительный количества, имѣетъ безчисленное мно-
жество цѣлыхъ полож. рѣшеній, потому что оно представляетъ 
разность двухъ положительныхъ количествъ, которая можетъ 
оставаться постоянною, хотя количества: х и у будутъ увеличи-
ваться неопредѣленно. 

2) Уравненіе же вида: ах + by = с имѣетъ ограниченное 
число положит, рѣшеній, потому что оно представляетъ сумму 
двухъ положительныхъ количествъ, а сумма положительныхъ 
количествъ не можетъ оставаться постоянною, если оба эти коли-
чества или одно изъ нихъ будетъ неопредѣленно увеличиваться. 
Дѣйствительно, выше мы видѣли, что такія уравненія имѣютъ 
или нѣсколько рѣшеній, или одно, или даже совсѣмъ не имѣютъ 
цѣлыхъ положительныхъ рѣшеній. Обыкновенно такія уравненія 
совсѣмъ не имѣютъ цѣл. полож. рѣшеній тогда, когда сумма 
коэффиц. при неизвѣстныхъ больше извѣстнаго члена, т.-е., когда 
я + Ь > с, потому что при послѣднемъ условіи каждое изъ неиз-
в ѣ с т н ы х ъ не можетъ равняться самому малому цѣлому полож. 
числу, т.-е., единицѣ (см. прим. 3, § 173). 

3) Уравненія вида: ах + by = — с (или — ах — by = с) со-
всѣмъ не имѣютъ положительныхъ рѣшеній: ни цѣлыхъ, ни 
дробныхъ, потому что сумма полояштельныхъ количествъ не 
можетъ равняться отрицательному, и, наоборотъ, сумма отрица-
тельныхъ количествъ не можетъ равняться положительному. 

§ 175. Р ѣ ш е н і е задачъ. 1. Куплено несколько аршинъ 
краснаго и синяго сукна. За аршинъ краснаго сукна платили 3j 
рубля, а за аршинъ синяго 2 р. 75 коп. Сколько аршинъ купили 
каждаго сорта, если известно, что за все сукно уплачено 90 руб.? 

Допустимъ, что краснаго сукна купили * арш., а синяго у. 
Тогда изъ условія задачи имѣемъ слѣдующее уравненіе: 

S\x +- 2\y = 90, ИЛИ 14* + Н у = 360. 

Такъ какъ это уравненіе обращается в ъ тождество, если 
* = 10, а у = 20, то 

* = 10 + 11/; у = 20 — 14/. 

Предѣлы для / изъ неравенствъ: 10 + 1 1 / > 0 и 20 — 14/ о 
суть: / > — ! т и * < Слѣдовательно, / можетъ равняться 

14* 



О и 1. Если / = 0 , то х = 10, а у = 20; если же / = 1, то # = 21, 
а у = б. Значитъ, данная задача имѣетъ д в а ц ѣ л ы х ъ ПОЛОЯІ. 
рѣшенія. 

2. Сумма двухъ дробей, знаменатели которыхъ суть: j и и, 
равняется 4т- Найти эти дроби. 

Обозначивъ числителя первой дроби черезъ * и второй 
ч е р е з ъ ^ , получимъ уравненіе: 

х ѵ 45 
— и л і г і і л : + 7у = 45. 

Это уравненіе обращается в ъ тождество, если * = — 1 и 
у = 8. Слѣдовательно, 

* = — 1 + 7/; у = 8 — 11/. 

Изъ неравенствъ : — 1 + 7 / > 0 и 8 — 11/ > 0 имѣемъ пре-
дѣлы для / ; / > | и / < Д. Поэтому, данная задача не имѣетъ 
полояштелъныхъ рѣшеній. 

3. Виноторговецъ купилъ вино двухъ сортовъ, всего болѣе 100, 
но менѣе 200 бутылокъ. За бутылку перваго сорта онъ платилъ 
1р., 26 коп., а за бутылку второго 76 коп. Сколько онъ купилъ 
бутылокъ каждаго сорта, если известно, что вино перваго сорта 
обошлось на 6 руб. дороже, чемъ вино второго сорта? 

Обозначивъ число бутылокъ перваго сорта черезъ а 
второго черезъ у, получимъ уравненіе : 

125* — 75у = 600, ИЛИ Ъх — Зу = 24. 

Это уравненіе обращается в ъ тождество, если * = 0, а 
у = — 8. Слѣдовательно : 

* = 3 / ; у = — 8 + 5/. 

Чтобы опредѣлить, сколько рѣшеній имѣетъ данная задача, 
мы должны принять во вниманіе первое условіе задачи, т.-е., что 
число в с ѣ г ъ бутылокъ должно быть болѣе 100 и менѣе 200. 
Поэтому, * + j y = 3/ + ( — 8 + 5/) = 8 / — 8 должно быть болѣе 
100, но менѣе 200, или 

8 / — 8 > 1 0 0 И 8 / — 8 < 2 0 0 . 



Изъ этихъ неравенствъ имѣемъ: и / < 2 6 ; следо-
вательно, / можетъ равняться: 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 
23, 24 и 25, Значитъ, данная задача имѣетъ 12 различныхъ 
рѣпіеній. 

§ 176. Рѣшеніе неопредѣленныхъ уравненій со многими 
неизвѣстными. Если мы имѣемъ систему уравненій, въ которой 
число неизвѣстныхъ единицею больше числа уравненій, то рѣ-
шеніе такой системы всегда можно привести къ рѣшенію одного 
уравненія съ двумя неизвѣстными. Въ самомъ дѣлѣ, положимъ, 
что мы имѣемъ два уравненія съ тремя неизвѣстными: 

4х — 7у + 2 0 = 10 . . .(1), 
7 * + 16у — 40= 75 . . .(2). 

Исключивъ £ при помощи одного изъ извѣстныхъ способовъ 
(напр., при помощи уравн. коэффиц.), получимъ одно уравненіе 
съ двумя неизвѣстными: 

15* + 2у = 95. 

Рѣшивъ это уравненіе, найдемъ, что 
* = 5 — 2 / ; jy = 10 + 15/. 

Подставивъ въ первое изъ данныхъ уравненій вмѣсто хжу 
найденныя ихъ величины, получимъ: 

4(5 — 2/) — 7(10 + 15/) + 20 = 10 ИЛИ 2* — 113/ = 60 . . . (3). 

Такимъ образомъ, у насъ получилось новое уравненіе съ 
двумя неизвѣстными. Рѣшая его, получимъ, что 0 = 30 + 113/!; 
/ = 2/х. 

Подставивъ теперь въ выраженія для * и у вмѣсто / его 
величину: 2/х, получимъ: * = 5 — 4tt ; у = 10 + 30/!. Слѣдо-
вательно, цѣлыя рѣшенія для данныхъ уравненій будутъ: 

* = 5 — 4/ ! ; у = 10 + 30/ t ; 0 = 30 + 113/і. 

Чтобы найти пололштельныя рѣшенія, мы должны допу-
стить, что 

5 — 4/і > О ; 10 + 30/і > 0 ; 30 + 118/! > 0. 

Рѣшивъ эти неравенства, мы получимъ • 

*1<Н, *1>—І И / ! > — А Ѵ 

Откуда видимъ, что tx можетъ равняться нулю и единицѣ. 
Следовательно, данныя уравненія имѣютъ два цѣлыхъ положит, 
рѣшенія. 



Изъ этого примѣра мы видимъ, что рѣшеніе двухъ урав-
нений съ тремя неизвѣстными приводится к ъ рѣшенію двухъ 
неопредѣленныхъ уравненій съ двумя неизвѣстными. Однако, 
если коэффиц. при одномъ изъ неизвѣстныхъ равенъ единицѣ, 
то рѣшеніе такой системы приводится къ рѣшенію одного только 
уравненія съ двумя неизвѣстными. Возьмемъ примѣръ: 

5 * + у + 40 = 272, 
8х + By + 90 = 656. 

Исключивъ изъ уравненій у, получимъ: 
1х + 30 = 160. Откуда * = 1 — 3 / ; 0 = 51 + 7/. 

ІІодставивъ в ъ первое уравненіе вмѣсто х я 0 ихъ вели-
чины, получимъ: 5(1 — 3/) +у + 4 (51 + It) = 272, — откуда 
у — 6 3 — 13/. 

§ 177. Такимъ же образомъ рѣніается система 3-хъ урав-
нений съ 4-мя неизвѣстными, 10 уравненій съ 11-ю неизвѣстными, 
вообще, системы, в ъ которыхъ число неизвѣстныхъ однимъ 
больше числа уравненій. Для этого изъ данныхъ уравненій 
посредствомъ извѣстныхъ способовъ исключенія получаютъ одно 
уравненіе съ двумя неизвѣстными. И если мы умѣемъ рѣшить 
послѣднее, то легко найти рѣшенія и для остальныхъ неизвѣ-
стныхъ данной системы уравненій. 

§ 178. Возьмемъ задачу. Куплено 100 штукъ скота: лоша-
дей, коровъ, телятъ и овецъ, и заплачено за все 6SO руб. За лошадь 
платили 40 руб., за корову 20рубза теленка 5 руб. и за овцу 2руб. 
Сколько куплено лошадей, коровъ, телятъ и овецъ, если известно, 
что лошадей было въ 11 разъ меньше, чѣмъ овецъ? 

Обозначивъ число лошадей черезъ число коровъ черезъ 
у, число телятъ черезъ 0 и число овецъ черезъ ѵ, мы получимъ 
слѣдующія уравненія: 

* + У + * + ѵ = 100, 
40 х + 20у + 50 + 2ѵ = 660, 

11х = ѵ. 
Исключивъ изъ перваго и второго уравненій 0, получимъ: 

35* + ІЬу — Вѵ = 160. 
Подставивъ в ъ полученное уравненіе вмѣсто ѵ его вели-

чину И х , найдемъ: 
35* + Щ — 3 3 * = 160 ИЛИ 2х + 15jy = 160. 

Откуда * = 80 — 15/; у = 2 / ; ѵ = 11* = 880 — 1 65/. 



Подставивъ эти выраженія в ъ первое уравненіе вмѣсто 
*, у и ѵ, получимъ: 

(80 — 15/) + 2/ + * + (880 —165/ ) = 100 или $ = 1 7 8 / — 860. 
Изъ неравенствъ: 80 — 1 5 / > 0 , 2 / > 0 , 8 8 0 — 1 6 5 / > 0 и 

1 7 8 / — 860 >> 0 получаемъ предѣлы для / : 

/ < 5 - Ь / > 0 и / > Щ . 
Слѣдовательно, / можетъ равняться только 5, и потому 

данная задача имѣетъ одно рѣшеніе: 
х — 80 — 15/ = 80 — 75 = 5. 
у — 2 / = 1 0 . 
^ = 1 7 8 / — 860 = 890 — 860 = 30. 
ѵ = 880 — 165/ = 880 — 825 = 55. 

З а д а ч и . 

Найти формулы цѣлыхъ рѣшеній: 
1803. 2 * + by = 17. 1804. 4 * + 3у = 70. 
1805. 6 * — lly = 0. 1806. ах + by — 0. 
1807. Ьх — 9у = 1. 1808. 16* — By = 45. 
1809. 13а; + Ібу = 205. 1810. 36* — 45у = 27. 

1811. | + | = 5. 1812. ^ в . 

1815. 12х+1Ьу = 28. """ 1816. 168* — 144jy = 37. 

1817 1 1 х + Ь 1 5 * + 9 j y _ 
2 5 ' 

Найти ц ѣ л ы я положительныя рѣшенія: 
1818. 7х + 9у = 160. 1819. 37* + 40j/ = 133. 
1820. 2 0 * + 21у = 370. 1821. 8 * + 13jy = 164. 
1822. 1 2 * + lly — 14. 1823. 6 * + 10jy = 106. 
1824. 3 * + 4-у — 6. 1825. 4 * — by = 6. 
1826. 9 * — 6у = 13. 1827. 6 * — 23у = 1. 
1828. — 3 * + 14у = 16. 1829. — 20* — I7jy = 42. 
1830. 3 * — 2у — 0. 1831. 16* + Щ = 20. 
1832. 105* — 13у — 26. 1833. 21* + 28у = 16. 
1834. — 39* — 14jy = — 81. 1835. — 12* — lSy = — 15. 
ifiQA 3 * — 6 у , 9 — 4 * 8 * + 7 
Ш 6 - 1 0 * 



л , J 8 * 2 — 8y2 — 108 

•e n<io 18* 2 — 128л/2 — 217 
1838- Bx — 8y — 2 to « 1 ( ^ - 1 . 

1839. 1840. Г Ю * + в у = 10в0. 
+ ^ = об. + 70 = 17. 

Ш 1 . f f ~ t y = 1 ' 1842. = 
— 50 = — 22. - f 11* = 116. 

Ш З ( * + 8 y + 5 * = 44. 1 8 M f * + 2y + 8* = 50. 
[ 3 * + by - f 70 = 68. ' — 5 y — 6 0 = — 66. 

Ш 5 . = - 1 9 . f * + j , + 2* = 17. 
\ 3 * + Чу - 80 = 3. j * + + 40 = 28. 

1847. 
x + 2y + З0 = 14. 
2x -\-3y-{-4v = 24. 
3 * + 40 + bv = 35. 

1848. Найти два цѣлыхъ числа, которыя удовлетворяли бы 
слѣдующимъ условіямъ: если первое помножить на 5, а второе 
на 7, то сумма полученныхъ произведеній будетъ равна 58. 

1849. Если одно изъ искомыхъ чиселъ умножить на 10, 
а другое раздѣлить на 6, то сумма полученнаго произведенія и 
частнаго будетъ равна 102. Найти эти числа. 

1850. Если одно изъ искомыхъ чиселъ умножимъ на 11, а 
второе на 12, то разность между полученными произведеніями 
будетъ равна 1. Найти эти числа. 

1851. Найти два числа по слѣдующимъ условіямъ: если 
мы первое число раздѣлимъ на 9 и къ полученному частному 
придадимъ утроенное второе, то эта сумма будетъ в ъ три раза 
больше разности искомыхъ чиселъ. 

1852. Если отъ упятереннаго искомаго числа отнимемъ 
утроенное второе, то полученная разность на 15 будетъ больше 
суммы этихъ чиселъ. Найти эти числа. 

1853. Найти дробь, которая обращается в ъ если приба-
вить къ числителю 12 и къ знаменателю 18. 

1854. Найти дробь, которая обращается в ъ aS> е с л и о т ъ 

числителя отнять 5, а к ъ знаменателю прибавить 7. 
1855. Знаменатели двухъ дробей суть: 4 и 9, а сумма этихъ 

дробей равна Найти эти дроби. 
1856. Знаменатели двухъ дробей суть 13 и 9, а сумма этихъ 

дробей равна Д Ѵ Найти эти дроби. 
1857. Куплено за 8 рублей нѣсколько бутылокъ вина двухъ 

сортовъ. За бутылку перваго сорта платили 1 руб., 20 к., а за 
бутылку второго сорта 1 р., 60 коп. Сколько бутылокъ куплено 
каждаго сорта? 



1858. На фабрикѣ мужчины зарабатывают въ день 1 руб., 
20 коп., а женщины 90 коп. Сколько мужчинъ и женщинъ 
работаетъ на фабрикѣ, если извѣстно, что всѣ они вмѣстѣ за-
рабатывают^ въ недѣлю 378 руб.? 

1859. Мальчикъ за каждую рѣшенную вѣрно задачу полу-
чалъ отъ отца 16 коп., а за каждую рѣшенную невѣрно онъ 
долженъ былъ платить отцу 20 коп. Сколько задачъ мальчикъ 
рѣшилъ вѣрно и сколько невѣрно, если по окончаніи работы 
онъ получилъ отъ отца 36 коп.? 

1860. За 195 рублей куплено нѣсколько коровъ и овецъ; 
за каждую корову платили 25 руб., а за овцу 4 руб. Сколько 
куплено коровъ и сколько овецъ? 

1861. Булочникъ купилъ нѣсколько пудовъ пшеничной и 
ржаной муки. За пудъ первой онъ платилъ 1 руб., 60 коп., а за 
пудъ второй 90 коп. Сколько пудовъ той и другой муки онъ 
купилъ, если за всю покупку онъ заплатилъ 34 рубля? 

1862. Помѣщикъ продалъ 300. четвертей ржи и 250 четв. 
пшеницы за 4300 руб. По чемъ онъ продавалъ четверть ржи и 
четверть пшеницы? 

1863. Общество, состоящее изъ мужчинъ и женщинъ, по-
жертвовало съ благотворительною цѣлью 71 руб. Каждый 
мужчина внесъ по 5 руб., а каждая женщина по 3 руб. Сколько 
было мужчинъ и сколько женщинъ? 

1864. Сколькими способами можно размѣнять 100 рублевую 
ассигнацію на ассигнаціи 3-хъ и 5-ти рублеваго достоинства? 

1865. Смѣшано два сорта муки по 9 к. и 5 коп. за фунтъ. 
Сколько взято отъ каждаго сорта, если извѣстно, что фунтъ 
смѣси стоитъ 6-|- коп.? 

1866. Серебряникъ сплавилъ серебро 84-й пробы съ 
серебромъ 66-й пробы и получилъ сплавъ 77-й пробы. Сколько 
фунтовъ взялъ онъ отъ каждаго сорта? 

1867. Лавочникъ смѣшалъ чай двухъ сортовъ. Фунтъ 
перваго сорта стоилъ 2 руб., 20 коп., а фунтъ второго 1 р., 40 к. 
Сколько фунтовъ взялъ онъ каждаго сорта, если, продавъ фунтъ 
смѣси по 2 р., 20 коп., получилъ Ю°/о прибыли? 

1868. Сколько нужно взять серебра 84-й пробы и 42-й 
пробы, чтобы сплавъ вышелъ 40-й пробы? 

1869. Нѣкто на вопросъ, сколько у него денегъ, отвѣтилъ: 
у меня и у брата моего болѣе 100, но менѣе 130 рублей. Но 
если бы у меня было въ 7 разъ больше, а у брата въ 5 разъ 
больше того, что каждый изъ насъ имѣетъ, и братъ тогда далъ 
бы мнѣ 1 рубль, то у насъ стало бы денегъ поровну. Сколько 
денегъ имѣетъ каждый? 

1870. Куплено в ъ классъ нѣсколько картинъ историческаго 
и географическаго содержанія, всего менѣе 100 экз. Картина 
историческаго содержанія стоила 1 р., 20 коп., а картина геогра-



фическаго содержанія 2 р., 50 к. Сколько купили тѣхъ и другихъ 
картинъ, если извѣстно, что первыя стоили на 4 руб. дороже 
вторыхъ ? 

1871. Какое число при дѣленіи на 4 даетъ въ остаткѣ 3, 
а при дѣленіи на 9 даетъ въ остаткѣ 8 ? 

1872. Искомое число при дѣленіи на 13 и 29 даетъ въ 
остаткѣ 2. Найти это число. 

1873. Задуманное число меньше 150 и больше 100. Найти 
это число, если извѣстно, что отъ дѣленія его на 5 получается 
въ остаткѣ 2, а отъ дѣленія на 9 получается въ остаткѣ 4. 

1874. Разложить 75 на двѣ такія части, чтобы при дѣленіи 
первой на 13 получился бы остатокъ 9, а при дѣленіи второй 
на 7 получился бы остатокъ 5. 

1875. Женщина имѣетъ меньше 3, но болѣе 2 рублей. 
Если она станетъ давать нищимъ по 15 коп., то послѣдній 
нищій получить только 10 коп.; если же она станетъ давать по 
14 коп., то послѣдній нищій получитъ 12 коп. Сколько имѣетъ 
денегъ женщина? 

1876. Мальчикъ, играя орѣхами, которыхъ у него было 
болѣе 300 и менѣе 500, пожелалъ разложить ихъ въ кучки. 
Если онъ станетъ класть въ кучку по 15 орѣховъ, то въ 
послѣднюю кучку придется положить 5 орѣховъ; если же онъ 
станетъ класть ихъ по 25, то в ъ послѣдней будетъ 20 орѣховъ. 
Сколько орѣховъ было у мальчика? 

Найти цѣлыя положительныя числа для которыя бы 
обращали данныя выраженія въ цѣлыя положительныя числа: 

1877. 1878. 1 7 ~ 2 * г 
о 3 

Ш 9 . 4 2 0 Г 4 * . 1880. 
7 9 

Найти цѣлыя положительныя числа для которыя бы 
обращали данныя выраженія въ цѣлыя четн. положит, числа: 

1881. 2 5 ' 1882. Ч х ~ 1 2 

4 9 
1883. 3 5 V 9 . 1884. 2 1 = - — . 

3 4 
Найти цѣлыя положит, числа для которыя бы обращали 

данныя выраженія въ цѣлыя полож. нечетныя числа: 

1885. 1886. 1 7 0 ~ 5 * 

1887. Найти два числа, разность квадратовъ которыхъ 
равняется суммѣ этихъ чиселъ. 

1888. Найти три цѣлыхъ "положительныхъ числа, сумма 
которыхъ равна 39 ; если же первое помножить на 5, второе на 
6 и третье на 7, то сумма произведеній будетъ равна 236. 



1889. Нѣкто купилъ 33 фунта чаю трехъ сортовъ, и за-
платилъ за все 60,1 руб. Сколько купилъ онъ каждаго сорта, 
если за фунтъ перваго сорта онъ платилъ 1 р., 75 коп., за фунтъ 
второго — 1,8 руб. и за фунтъ третьяго 1 р., 90 коп.? (Рѣніить 
въ цѣл. числахъ.) 

1890. Для починки дома наняты плотники, столяры и 
печники, всего 35 человѣкъ. По окоячаніи работы каждый 
плотникъ получилъ 21 руб., каждый столяръ 8 руб. и каждый 
печникъ 3 руб. Сколько было плотниковъ, столяровъ и печ-
никовъ, если извѣстно, что всѣ они за работу получили 515 руб.? 

1891. За 300 рублей куплено 300 штукъ скота: козъ, овецъ 
и ягнятъ. За каждую козу платили 5 рублей, за овцу 3 рубля 
и за каждаго ягненка 50 коп. Сколько куплено козъ, овецъ и 
ягнятъ? 

1892. Нѣкто на вопросъ, сколько ему лѣтъ, отвѣтилъ, что 
отецъ его старте на 32 года; если же увеличить число лѣтъ 
отца въ пять разъ, лѣта его въ 3 раза и лѣта брата его въ 
т е с т ь разъ, то получится въ суммѣ 324 года. Сколько лѣтъ 
отцу и его сыновьямъ, если извѣстно, что сумма ихъ лѣтъ 
больше 65 и меньше 71? 

1893. Виноторговецъ имѣлъ вино трехъ сортовъ. Онъ 
разсчитывалъ при продажѣ получить 14,4 руб. прибыли, если 
на бутылкѣ перваго сорта будетъ наживать 30 коп., на бутылкѣ 
второго 20 коп. и на бутылкѣ третьяго сорта 15 коп. Но при 
переноскѣ бутылки третьяго сорта разбились; поэтому, продавая 
первый сортъ съ прибылью по 50 коп. на бутылкѣ и второй съ 
прибылью по 25 к., онъ не только не получилъ прибыли на 
всемъ винѣ , но еще потерялъ 1 р., 50 коп. Сколько бутылокъ 
было каждаго сорта, если бутылка третьяго сорта ему самому 
стоила 90 коп.? 

1894. Сколькими способами можно 100 рублевую ассигнацію 
размѣнять на 25, 5- и 3-хъ рублевыя ассигнаціи такъ, чтобы 
первыхъ было в ъ 5 разъ меньше третьихъ? 

1895. Общество, состоящее изъ мужчинъ, женщинъ и 
дѣтей, пожертвовало в ъ пользу голодающихъ 42 рубля. Мужчины 
жертовали по 3 руб., женщины по 1 р., 50 к. и дѣти по 75 коп. 
Сколько было мужчинъ, женщинъ и дѣтей, если всего въ об-
ществѣ находилось 19 человѣкъ ? 

1896. Серебряникъ сплавилъ серебро трехъ сортовъ: 84-й, 
60-й и 64-й пробы, всего 36 фунтовъ. Сколько онъ взялъ отъ 
каждаго сорта, если сплавъ получился 68| пробы? (Рѣшить въ 
цѣлыхъ числахъ.) 

1897. Помѣщикъ купилъ въ имѣніе лошадей, коровъ и 
овецъ; при чемъ овецъ на 25 болѣе, чѣмъ лошадей. За весь 
скотъ онъ уплатилъ 814 рублей. Сколько купилъ помѣщикъ 
лошадей, коровъ и овецъ, если за лошадь онъ платилъ 50 руб., 
за корову 32 рубля и за овцу 6 рублей? 



1898. Найти 3 цѣлыхъ положительныхъ числа, которыя 
бы удовлетворяли слѣдующимъ условіямъ: если отъ болынаго 
отнять утроенное меньшее число, то получится среднее; если 
же къ большему придать удвоенную сумму остальныхъ, то по-
лучится 65. 

1899. Найти трехзначное число, которое удовлетворяло бы 
слѣдующимъ условіямъ: если единицы его разрядовъ соотвѣт-
ственно помножить на 3, 7 и 11 и полученныя произведенія 
сложить, то сумма будетъ равна 112; если же къ данному числу 
придать 139 и полученную сумму помножить на 3, то произ-
ведете будетъ равно числу, которое изображено тѣми же 
цифрами, но въ обратномъ порядкѣ. 

1900. Какое число при послѣдовательномъ дѣленіи на 7, 
9 и 11 даетъ въ остаткѣ 2 ? 

1901. Какія числа при дѣленіи на 7, 8 и 9 даютъ въ 
остаткѣ: 5, 6 и 7? 

1902. Найти число, которое при дѣленіи на 5 даетъ въ 
остаткѣ 4, при дѣленіи на б даетъ въ остаткѣ 5 и при дѣленіи 
на 7 даетъ въ остаткѣ 6. 

1903. Найти всѣ числа, меньшія 10000 и болыпія 100, ко-
торыя при дѣленіи на 12, 13 и 14 даютъ соотвѣтственно остатки 
11, 12 и 13. 

1904. Найти 4 числа по слѣдующимъ условіямъ: если къ 
первому послѣдовательно придавать утроенныя послѣднія числа, 
то получатся слѣдующія суммы: 65, 95 и 125. 

1905. Четыре лица имѣютъ вмѣстѣ меньше 100 руб. Если 
первый отдастъ изъ своихъ денегъ второму 10 рублей, а третій 
отдастъ четвертому 15 руб., то у всѣхъ будетъ поровну. Сколько 
денегъ имѣетъ кая^дый? 

1906. Пять человѣкъ. играли въ кости съ тѣмъ условіемъ, 
что каждый проигравшій долженъ платить остальнымъ столько, 
сколько они имѣли передъ сыгранной партіей. Послѣ 5 партій, 
проигранныхъ каждымъ поочередно, у всѣхъ стало поровну. 
Сколько денегъ каждый имѣлъ до игры, если извѣстно, что всѣ 
они вмѣстѣ имѣли болѣе 300, но менѣе 500 рублей? 
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259. 2б2. 260. 8а—86. 261. З а 2 — а + 1 . 262. 4а2 — 
263. — 0 , 5 * 2 + 3 , 3 * + 6 , 5 . 264. 2х3—8ху—5ху2—Зу3. 265. 4ab. 
266. —4ab. 267. 6 а 2 6 + 2 б 3 . 268. —6а 26—2б 3 . 269. 8а36Ч-8а63. 
270. —Qa3b—Sab3. 271. 2а 8 —а 2 —2а—2. 272. 4 а 3 — 6 a 2 + 8 a - f З а б 2 . 
273. За 3 —5а 2 6+3а6 2 —2b 3 . 274. —4jy2. 275. ^ m 2 n 2 - l \ m 2 p 2 - \ - $ W f -

278. a + b — c + d . 279. a—b+c—d. 280. x—y—z—u. 281. a 2 — 
Ь-сЛ-d. 282. a—b+c+d—f+e+k. 2 8 3 . — a + b — c — d . 284 .—9a. 

285. 4x2. 286. 2 a + 2 6 + 6 c . 287. 2m+n+2p—q. 288. -3x2y-hj-xy2. 
289. 6a6c-f-3a26—баб2. 2 9 0 , — 6 a 2 — 6 2 + 6 a 6 . 2 9 1 . — a 3 + 1 6 a 4 + 3 a 2 + 8 a 5 . 
292. *w 2 +76 2 — l l a + 3 6 — 7 a 2 . 293. *2—5_y2—4г2. 294. 18am + 1 9 a " . 
295. 3 a 2 — 5 a 6 + 2 £ 2 . 296. 4 — 4 a + 3 6 + 6 a f . 297. —a—b+c. 298. За 2 — 
—46c+3ac—2b* . 299. —6* 2 +4_y 2 —4xy. 300. —10a 2 + 5a6 + 362. 
301. — I l a 2 - f 2 6 2 + 3 a 6 . 302. a 2 - 4 a + l . 303. 2d2. 304. 2a-\~2b—2c. 
305. 0. 3 0 6 , — 2 a + 2 6 + 2 c . 307. — 2 a + 2 6 — 2 c . 308. — 5 a 2 + 5 a £ - f 2 6 2 . 
309. 5a2—bab—2b2 . 310. 13a 2 — 9ab. 311. — 3a2 + ab + 662. 
314. — ( 2 a 2 — 3 a + l ) . 316. — [ — а 4 + ( З а 3 — 4 a 2 ) + ( 2 a + 3 ) ] . 3 1 7 . ^ 2 , 6 8 . 
318. — H i 319. 5,12. 320. 1-H- 3 2 1 . - 3 , 6 . 322 ,—336. Ш.—аЬс. 
324. abc. 325. —xyz . 326 . mnpq. 327 . zfuv. 328 . ztuv. 329. 12a6. 
330. 30,4axyz. 331. 4 4 , 8 a 6 * V 332. 23x2yzt. 333. а5 . b11. 
335. m11. 336. msl. 337. a\ 338. b8. 339. c»+2 340. x"+ 5 . 
341. b"+5. 342. yx+K 343. an+m. 344. cn+m. 345. а 2 1 . З46. b2. 
347. a2m+"~2. 348. :r2»+2. 349. 20a5 . 350. 28a4 . 351. 12a5bsc. 
352. + 5 6 a 4 6 8 * 8 y . 353. 1 6 a V . 354. —30a 4 6 4 . 355. —Щ^—bf. 
356. — 0 , 2 8 * y . 357. —2аѢ ъ х 3 . 358. —Г2,24а%г4. 359. 9аѢ 2 . 
360. 16сЧ 2 е 2 . 361. 0 ,49a s6 4 . 362. 3 1 , 3 6 a W . 363. ы^у2-
364. 1,69a4*4 . 365. 3 6 a 6 * 2 366. 8 а Ѣ 2 х \ 367. 343a36 s . 368. —O,Q04a366. 
369. — 0 , 0 6 4 * W £ . 370. 256а І 26 3 . 371. 24аб67. 372. —8^аЧ6х. 
373. 16а1268лЛ 374. 8 1 a 2 ( W . 375.—12а 2 6(*—у) 3 . 376. 28аЩф^~Ь2)2 . 
377.48а 7 6"+Ѵ .378.24а 2 я + 8 6 ' ' 'с 3 .379.—£а" '+ п + 2 6 3 с 2 "-^380 . -0 ,6а 2 6Ѵ - 1 с 2 ** . 
381. |а 3 * 8 "+ 5 . 382. 4 а 3 — 4 а 2 6 + 4 а 6 2 . 383. —За 86—3a 2&Lj-3a6 8 . 
384. 2 8 а 4 — 2 1 а 3 + 1 4 а 2 . 385. 1 , 2 а 2 * 8 — 1 0 , 2 а * 4 + 1 2 * 5 . 386. — a < y 4 * 2 - f 
+ 1 5 а 3 * 8 — 2 0 a 2 * 4 - f 3 0 a * 5 . 387. l , 9 6 m 4 w 4 / 2 — 1 , 1 2 ж 4 » у — 0 , 8 ^ 2 w 4 > 4 



1 ̂ , „ + 2 ь24х '"+ 1 —4*" 1 - 1 . 889. 2а я + 2 £ л —4я*+3£»- і+6 ,3а"+ 4 £ п - 2 — 
390. 12a2x4~9asx8+12a4x2. 391. lSa5Pxs+24a4i2x4— 

~^18а3б2х5__24а262хв. 392.12,9а*д 4 —8,6а*6 2 х 2 +2,58аЧ 4 х 2 . 393.—8^"*+ 
o V + ® 6 « v ® 3 9 4 . 6 a 2 " £ — і г в * " £«•+*» • 395. X0a2b—12az-\-bab2. 
d^.—^a4+l^3-^3ab2.397. Ьа2хь—I2a4b+8a3b2~I6a2b3.398.—а*х*+ 
-Ь9а3*а ,16а*х2. 399. 8asb—12a3b2-}-18a4b-j-6a2bs. 400. — 1 8 a 5 4 
~Г12Й!3\24Й4. 101. —9a2bx+27a3bx—42asbx2. 402. —4,48a 2 * 4 
+ 5 , 2 8 a a - + » - i . №.ac+ad+bc-\-bd. Ш-ac—ad—bc+bd. 4 0 5 . я 2 + 8 я + 1 5 . 
f06. 1 2 в Я _ і 7 л + 2 , б . 407. 28a2—1 lab—3b2. 408. 20a 4 +2a 3 £—6a 2 £ 2 . 
T 0 9 - ° , 8 x V + ЧМЪх2у — ЫѢ2. 410. 0 , 6 * У — 12,4аЬху + 8аѢ2. 
4 Ц . л;2'" 1±х">-уп—3х'л+у—12уг'+1. 412. 4 8 a 2 w 4 l 8 a M + 2 — з г а 2 " — 1 -
~-12аяЧ-і. 413. 8a3—8а2-\-4а—1. 414. 1 6 a 8 — І Ь а Ѣ + l l a b 2 — 2 b 3 . 
4X5. — 4 а з + 8 й 2 _ а _ і . 4 іб . 2al+la3b—8ab3+3bi. 417. a 6 — 2 a 4 + l . 
418. 3 2 а 8 _ і 2 я 6 — 8 я 5 + 1 1 а 3 — 2. 419. 8 а и - И £ 2 — W + ^ + ^ l a " " ^ 4 — 
—-18а"Ч-і£б. 420. ЪаѢ2—21,ЬаѢ1—44а3Ьь+10а2№. 421. Ъхь+4хіу— 

6 * У 4_ і , 8 * У + — 4уъ. 422. 6я4 - j- 8а3 — 15а2 + 10а — 3. 
423. 2 7 а * — 6а2+і- 424. 2 4 * 4 — 8 6 * 4 -{-З7х2у2—17ху3 + 6у4. 425. б а 4 4 
-f-6a3b—9a2b*+24ab3—9b\ 426. 1 6 a 4 + 2 4 a 3 4 a 2 — б а + 1 . 4 2 7 . 9 а 4 — 
—42а 3 4 . 3 7 ^ 4 2 8 а 4 4. 4 2 8 . 1 0 а — 4 1 й 8 + 2 а І 5 4 , 2 3 а Ч - 6 а 9 . 429 .10а 3 — 
—19а 6 —зЗа 9 + 2 0 а 1 2 + 1 4 а 1 5 . 430. і б а 2 6 в — 2 0 а 8 ^ + 1 0 а Ф + 1 1 а 5 ^ -
— 14а66 + 1207. 431. х8+х*+х2~х+2. 432. х5+у5. 433. х 5 — 
7 - 2x4jy + 2xsy2 — 2* 2 j / 3 - f 2xy4 — y b . 434. х ъ + 2x4y + 2 * У + y5. 
435. y 8 . 436. 64- j -432a 8—648aM-972a 5—729a 6 . 437. 1024a1»— 

5 7 6 a 6 — 6 4 a 4 + 116a2—10. 440. sfi—-6*+9 441. 4a2Z-2+16a^ + 16. 
442. 1 6 a 2 6 2 + 2 4 a 2 6 + 9 a 2 . 443 .4a 4 4 - 2a2b + \b2. 444 .49ж 4 —14и 3 х 2 +n 6 . 
445. 16a4 4 24a"+ 2 + 9a2n . 446. 64a2»-2 4 + 9b2. 447.49a 4b 2 n~ 2— 
—56an+3£«+i_|_i6a2»+2£4. 448, a2-\-b2+c2+zab+2ac+2bc. 449. x2-j-
+У2 + z2 — 2 xy — 2хг + 2y$. 450. a2 + a2b2 -Lb2 — 2 a2b + 2 ab — 2 ab\ 
451. 4a4—8a3+4a2. 452. 9a 4 — 6 а 3 6 + д 2 3 2 . 453. 1 6 a 6 — 3 2 a ^ + 4 0 a 4 ^ 2 — 
— 15a2b4 + 18abs + 9b6. 456. 9а%2--1ЪаЦ± 457. 16a2w2 — 4 a 4 * 2 . 
4 5 9 . 4 9 a 4 — 6 4 R 460. * 1 0 - y v > . 461. a4b2"—x\ 462. a2—b2. 463.16* 2 —9. 
464. 16a264—9a4b2 . 465. a 2 + 2 a b + b 2 ^ c 2 466. a2—b2—2bc~c2. 
467. a 4 — 2 a s + a 2 — 1 . 468. x4~~-x^6x—9 469. a2+2ac4-c2—b\ 
470. 4y2—9*24-6*s—z2. 471. а 6 —а4а*+25а2 472. * 4 — a4 . 473. x4— 
~2x*a2 + a4. 476. a 3 4 3a2 4 3 a 4 . 1 . 477. a 3 — 12a2 + 48a — 64. 
478. 64a 6 +144a 4 £+108a 2 £2- f .27£ 8 . 479. 6 4 * y . ^ - 2 8 8 * y + 4 8 2 * y - 2 1 6 . 

492. 3,2. 493. —0,02. 494. _ 6 f 495. 8, 496. 500. 2a. 

501. \ab2. 502. f a * . 503. 2%a2x. 504. a2. 507. 1. 508. ^ 

510. am~n. 511. x»~\ 512. — a—i 513. * s 514. a21-4. 515. b2m~\ 
516. 9a2 . 517. 0,9a8 . 518. }a3x. 519 0,09«2as^2. 520. —Qan~1bxm~n. 
521. 2an~mb™~\ 522. 4b{x—yf. 5»3 1 fcc—V*^)"-1- 524. 3 a b 2 " - ^ . 
525. 2 ,5ай 2 — 2 ». 528. 2а3-$а2Ь+(г% 529. Л У + а х - З х 2 . 532. - 5 + 
4 4 a — З а 2 . 533. 5x2—2ax+a2. 534. aboc^h2x+4ax2. 535. a 2 £ - f 

4ax 2 . 536. 2 a 3 — l , 5 a 2 + a ~ ^ 1 5. 537. o i + x — 1 | * 2 . 538 .1 ,5* 8 — 
— 5 3 9 . - 3 0 , 2a 3 —0,4a 2 640 ,3aR 
541. 6 , 2 5 / . 542. 2 + 1 Д . 0 543. З а » " 2 — 4 a m " 3 4 
4 2 a m - 544. l l a s — | a ' 4 a 5 . 5 ^ o , W 0 O^y—'0,09x2. 546. ( a 4 



551. f g 552. я—2d. 553. л—7. 554. а—4. 555. а—Ь. 
а 2 + о 2 

556. * + 5 . 557. 4 а + 2 £ . 558. 7а—*. 559. З а 2 + 5 . 560. 4 , 6 * 2 + 2 . 
561. 6а2—3b. 562. —6х2—4у. 563. 2а а —-а+1. 564. х+3. 565. 2х— 
—Зу. 566. 7* 2 —3ах—а 2 . 567. 10д2—ЗаЬ—Ь2. 568. іп—1. 569. 6 а 2 — 
—3ах+х2. 570. —3ab+2ac—d. 571. 2 а 2 + 2 а . 572. З а 3 — 2 а + 1 . 
573. т2+1. 574. 575. 2а2—ах+Вх2 576. * у + 2 / ~ . 
577. а 2_2а-\-1. 578. х2+х—1. 579. 3 ^ 2 + 6 w — 5 . 580. З* 2 —5*—3. 
581. 1 0 — 2 а + 7 а 2 . 582. 2 а 2 + 3 а * — 2 * 2 . 583. пь+2п2-\-п. 584. 4да8— 
_ 8 / » + 1 . 585. З а 8 — 2 а 2 + 1 . 586. а 4 — а 2 + 1 . 587. а 3 — 2 а 2 + 3 а + 1 и ост. 
— 6 . 5 8 8 . хь—х2у+ху2—уѣ. 589. a 3 - f a 2 — а + 1 . 591. |а 2 — 3 £ а + 1 . 
593. і а 2 — Л - 594. \х 595. За 2—2а и в ъ о с т а т к ѣ : 
5a—4. 596. 2 * 2 + 3 и в ъ остаткѣ : 5 * + 8 . 597. 3 a 2 — 4 а £ + £ 2 ж въ 
остаткѣ : ЗаЬъ-\-4Ь\ 598. 1-\-q-\-q2-\-qs 599. л;—хq-\-xq2—xqs-\-..\. 
600. xs-j-x2y-i~xy2-j-y3. 602. х2—ху-\~у2. 603. wr—т2п-\-тп2—nz. 
604. ai—3asx-j-9a2x2—27a*s+81x4. 605. x4-x2-j- І. 606. xs—x3n+ 
+n2 607. x4y2—x2y+1. 608. * 1 6 — * 1 2 + x 8 — * 4 + l . 609. xin—xSayn+ 
-\-x2ny2a—xnySn+yia. 

610. 7 ( a + £ ) . 611. x{a-\-b). Ш.3(а—Ь). 613. x(a—b). 614. 5 ( £ + 1 ) . 
615. a(b—1). 616. a(186—1). 617. 8a(4a—1). 618. a ( a + £ ) . 619. хъ(1—х). 
620. a2b3{a2-\-b2). 621.4a2£2(4a—3b). 622 .5* 2 j y 2 (2* 2 +7y 2 ) . 623. 6*2j>/(6*— 
—y). 624. a"(a—1). 625. 2xr~1(9—8x). 626. xn(x'n+l). 627. x'(l-
—*—*). 628. ym(y2m—2). 629. — a ( 4 a + 3 £ ) . 630. —2a2b(8a3—bbs) 
631. aim—n+p). 632. 8a6(2a2 + 3a£—4b2). 633. — a{b+c+d) 
635. xr+l{a-\-bx—cx2). 636. 5 [2 (a—£)+3] , 637. 6 ( a + £ — 4 ) . 639. 2 ( 4 a + 
+ 3 6 ) . 640. ( x + j y ) ( a + 6 ) . 641. ( a — b){3m—4n). 642. (л:— l ) ( a + 2 6 ) 
643. (x+y)(x+y+a). 644. a(b+c)(a—b). 646. ( a 2 — 2 a — l)(a—b) 
647. ( « + w ) ( 4 a — 3 a 2 — 1 ) . 648. (p—q)(3a—2b). 649. (a—»)('f}a2—2a— 
—1). 650. (c+x)(a+b). 651. {x—y)(x2+3y2). 652. (x+2)(x2—2) 
653. (3c—2d)(9a^2b). 654. 4(4x-j~3y)(a+b). 655. &a(4x—y) 
656. (x—y)(a + b+c-\-d). 657. ab\2ac2-b){Ba4-\-l). 658. (x-y) 
(a+b—c). 659. (a—b){n2—n+1). 660. 3 ( a 2 + £ 2 ) . 662. lx—yf 
663. (a—I) 2 . 664. (x2+y2)2. 665. ( 3 c — n f . 666. 3xy{a-±-b2f 
668. — {x+yf. 669. — 2 ( * — I ) 2 . 670. —(3a2—&2c8)2. 6 7 2 . ( * " • - - j f j * 
673. (7а—196)2. 674. (a+b+cf. 675. (a—b+cf. 676. ( a — -cf. 
678. (a+4) (a—4) . 679. (6+* jy)(6—xy). 681. (oa+b)(ba—b). 682. (£.vy 2+ 
+0 , l ) (| *y 2 —0,1) . 683. &cx{2c + x){2c—x). 685. (x+y+s)(x+yr-2) 
686. ( a + £ + c ) ( a — b — c ) . 687. {a+b+c—d){a+b—c+d). 

689. [x+y+z){x+y—г). 690. (a+b+c)(a—b—c). 691. ( 2 n + p — q ) 
(2n—p+q) . 692. (m+n)(m+n—p). 693. (b—c)(a—b+c). 694. (z—y) 
{x2z-\-x2y+1). 695. ( x + j y + s — t ) ( x + y — z + t ) . 696. (a—b+c+d)(a— 
—b—c—d). 697. {a+b)(a—b){c+d){c—d). 698. {ac+bd+bc—ad) 
{ac-\-bd—bc-\-ad). 699. (ac — bd-\-bc-\-ad){ac—bd—be — ad). 
700. ( a — b ) { a 2 + a b + b 2 ) . 702. (a— i ) ( a 2 + a + l ) . 703. (x—2y)(x2+ 
+ 2 * y + 4 _ y 2 ) 705. ( 5 a — 2 £ ) ( 2 5 a 2 + 1 0 a £ + 4 £ 2 ) . 713. ( 3 a + 5 £ ) ( 8 1 a 4 -
— 1 3 5 a 8 6 + 2 2 5 a 2 £ a — 3 7 5 a 6 3 + 625£4). 715. аЧ\а+Ь)(аА—аѢ+a2Z>2-



—аЬ*+Ь*). 716. ах(а+х)(а2—ах+х2). 717. х(х2-±-у2)(х+у)(х—у). 
719. 3a{a + b){a2—ab + b2){a—b)(cP+ab+b2). 726. (a—b)(a2—ab+ 
- И 2 ) . 729. (x+y){x—yf. 730. (a+b){a—c){c+b). 731. {a+bf. 
(b—a). 732. (x + l){x2—x+l){ab+cd)(ab—cd). 733. ( a + 3 ) ( a + l ) 
735.(x + 5 ) ( x + 1 0 ) . 7 3 7 . ( * + 3 ) ( x - f - 9 ) . 739. (a—15)(a—1). 741. <>—2) 
(0—4). 743. (a—5)(a—6). 744. 7(x~S)(x—7). 745 {а— 7 ) ( л + 5 ) 
746. (а-\-Ь)(а—5). 747. (л:+1)(л:—4). 748. (я-f-10)(а—6). 749. (a2) 
(а—12). 750. ( у - И Х У — 1 0 ) . 751. (2—»)(13—п). 752. ( 3 + а ) 
( 4 + а ) . 753. (a— b)(a—Щ. 754. (х+12у)(х—10у). 755. ( * + 1 ) 
(х—1)(х+2)(х—2). 756. (a+2b)(a—2b)(a+3b)(a—3b), 758. (а—10) 
(6—а). 759. (£+5) (2—Ь) . 760. (л:— 7)(8—х). 761. (ж+1)(х+3) 
( л + 4). 762. ( я + 1 ) ( я + 2 ) ( а + 5 ) . 763. (о—1)(а+8)(а—4). 764. ( т — 1) 
( ж — 2 ) 0 + 2 ) . 765. (л:—1)(ж—2)(х—3). 766. а ( а + 1 ) ( а — 2 ) ( а + 3 ) 
767. (х+2){х—і){х—5). 768. (п— 1){п— Ь){п— 6)(и—7). 769. 0 + 2 ) 
( ж + 3 ) 0 + 4 ) ( * + 5 ) . 770. (a2+bf. 772. (2*—by)3 . 773. а) 
774. (»»—п)(х+у) (х—у) . 775. ( д + 1 ) 2 ( а 2 — я + 1 ) . 776. х"~3(х+1)2 

(х2—*+!)• 778. {a+b){a—b)(a+3b){a—3b). 779. ( а — i ) * ( a 2 + a + 1 ) 2 

780. аЬЧ3{а2+ЗЬ3+ 4с)(а2+ ЗЬ3—4с). 781. 7а 2 (а+2 ) (а—2) (а 2 +2) (а 2 —2) 
(a4-f-4). 782. ( a + l f ( a — 1 ) 2 ( а 2 — а + 1 ) 2 ( а 2 + а + 1 ) . 

784 . Ъ. 785. cd. 786. 2х3у3. 790.18а»Ьт . 791.16хъЬт . 
792. 9а"Ьт+х. 7Ш. 7xr-3y*+3zn~2. 794. 4 ( х + у ) . 795. 3 a 4 \ c — d f . 
796. 797. 798. 2аѢ . 799. л:. 800. с2. 802. 6 а х + х 2 . 
803. 6а+9Ь—Ьх. 804. а+Ь. 805. а—Ь. 806. а + 1 . 807. а-\-Ь. 
808. 2c+3d. 809. а 2 — 2а. 810. а + З . 812. п2+п. 813. а+Ь-\-с., 
814. х—у. 815. За—1. 816. а 2 + 4 а . 817. х+2у. 818. а2—2а. 
819. а 2 —4а. 

820. 48ab. 821. а2Ъ2с2. 822. 720а2£6с12. 823. 144аѢ^хуК 
826. 36a2bsx. 829. I680abnxy. 832. 140а«+Ѣ т . 833. сРху(а+Ь). 
834. 36аѢЧс—g). 836. a2—b2. 837. (a3—b3)(a+b). 838. — 2 а Б + 2 а 8 6 2 . 
840. (b—a)(a—c)(c—b). 841. 2 ( а + 6 ) ( а + £ + 2 ) . 842. * 3 + l . 844. 6 0 а * у . 
(Qx-\-y)(x—2y). 845. (a2— 9) (a 2 + l ) (a - j -2 ) . 846. (x—b){x-\-2){x—2). 
847. ( a + l ) ( a + 2 ) ( a + 3 ) . 

848 4 - 849. A 850. % 851. - r — — 8 5 2 . ^ f . 853. 
b a8 b2 4 axb b6 3b6x? 

0 , . OEE 8bx QKa 4a 8b"~2 Q,Q 2a2 7 
854. -ГТ-. 855. — — . 856. —т. 8o7. ——т. 8o8. —5-. 859. 

U ' llag' ' 9b' • 9a— 4 ' ' 3c 8 ' * 9 a V - 2 " 

860. X 861. 862. 863. 864. # = 4 
8A 9 [a—b) l l ( a — £ ) —x) 

8 6 5 . 866. 867. 868. 
b(c—af 3a-j-2b c-\~b 2b—с 

869. a ~ J f ~ ° \ 870. 871. 872. 873. 874. 
ЪЬ-\-с с Ьс 8b2 4£ Ш 

875. 876. — % 877. 878. 879. 880. 
a 9b 9 be bbn 2 df a—b 

Mi. f z l . 882. 883. 884. 885. 
— a+1 x2+a a—8 f+2x 3 с—1 



886. 887. — 4 — . 888. 889. 890. — . 
a+o с{%+У) x—y 2 a—1 a—x 

891. 892. 893. 894. 895. « ± і . 
7a 2y 2x—у 4 a a—1 

8 9 6 . 897. a * + a b + b \ 8 9 8 . 8 9 9 . 2 = * . 
З я + 2 0 a—л: ^ + І 

900. 901. 902. 903. Щ . 904. 
a—y x2—y2 x~\~2 x—5 a—2b 

905. 906. * ± | . 907. 908. 909. * 
a + 6 *-|~3 3a—2 ( a — l ) 2 n—2 

910. 911. l + 2 * + 3 * 2 . 912. 913. 2 * 2 + 8 * ~ 5 
* + 2 \ 1 1 x+b 7x—b 

a 2 £ 2 —<я£с*+с 2 * 2 
УН. —. У15. ; . 

*—2 ab—cx 

В ъ задачахъ 916—942 приведены отвѣты для первыхъ 
дробей. 

/г /ѵ /т/Ѵ2 А2 о Л»» 
обей. 

m - « , . « и . £ и * ш . % 

1 Ъ с 0О9 а % QQQ ^abxz1 27а* 
Ь e W a W * 2 4 0 * у « а ' 72а 2 6 2 * 2 ' 

8 ах ft 6 ab ЬЪсх ab ab* 

2 1 qoq b) m{a—b) . ax2— дау 
(a—6) 2 ' ( a+6 ) 8 (a—b) ' {m—nf{a—b)' xb—xy* ' 

a b{x*+x+1) aQ;—2) a—4 
Xs—1 (x+l)(x—2)(x+8)'(a + l ) ( a + 3 ) ( a — 4)' 

5. 945. ^ ± 1 . 947. I . 94s. — 949. 951. 

954. 955. b-X 956. 958. 959. 

960. — 9 6 1 . 963. * 964. - i - . 965. —!—. 966. . 
a—2 a—b a—b 1—a 1—a 1—a 

967. 968. * — 2 y + ^ ~ . 969. 1 — 9 7 0 . 2a— 3b+KT 
a ^ x x2 a2 

Л2 оЛ2 ЛА4 
971. 2 a + 5 6 - ^ . 972. І + ^ Ё ^ - 974. a3-a4+ab2-b3+~g. 

975. 976. 978. - . 980. Щ ^ . 

_Qf> ZagArbby+bcx ftQO 1c—36—4a n c . lbbx-\-2bacy 
982- ^ • 98,1 abc • 4 8 « W ~ ~ -

985. 986. ,988. 990. a, b. 991. 
abc 12 * £ 6 

Qao l l a 2 £ — l a b 2 a a o 3 ac—be—ab O Q . 13xz—9yz—18*y 
УѴл. : о • v J a . ; . . 

4 xyA abc xyz 



сак 19_>'—* «ал ^nb—lbab-\-10an QQ„ Zlbc+Qac—92ab 
— T ~ - У ШЬг • У У 7 - Шь • 

998. *"+6с+1М т a-7b_ 1 Ш 1 2 б 2 - 4 9 а 2 

4abc %ab 4b 
1001 4а2+64ас+с2 ^ ^ 120ab—73ac—20bc Ъа—ЧЬ 

5с ' ' 2 0 6 
1004. 4 . 1005. Л - 1006. a + f ~ 7 f . 1007. 

ab ab аг—о2 а2—1 
1008. 1009. a - p l 1010. ^ 3 ^ . 1012. 

а*—о* аг—о2 4—аг ал—ог 

1013. 1015. 1. 
4 х(Ь-\-х) 

1 Л 1 , 2 * У З * 4 — 2 х 3 + 2 х 2 — 1 1А-0 а3—4а2х—11ах2—2х3 
lUlb. ^ - і и і л : . lUJLo. ^ , о оТ . 

Зу4—X4 I—*4 2х(а2—х2) 
1А1 о —а2—^2 1 лол а°2 + abd—2bdy л ло- аь + ab2 + 

a2—z2 * 10ЛК • 10BL (a+bf ' 
2 * 4 + 1 3 л 2 * 2 — 2 а 3 * — а 4 1 2 а - 6 7 б 2бУ + 4 у - 8 

1033' (^2=^)1 • 1023- ба-ЗЗ^ 9у2—1 ' 

Ю27. 1029. 2 + У . 1030. * 2 4 * + 9 
т(1—z2)' * 2(1—* 4 ) * " ( * — 1 ) ( * — 2 ) ( * — 3 ) ' 

1042 8 * ( * 2 + 1 ) -ІЛОО ^ 
х*—10х2+9' (2х—1)(3*—2){Ъх—3)* 

( l+* ) (2 - f -a : ) (3—х) [к + х) {к — 2хУ а — с 

Ю39. . . I 1040. x{a-]~b) — ab. 1041. 1042. 
хъ(х2—1) а—2Ь 2 Ь—а 

1043. * ,9Ч. 1045. , .. 1046. . J . , 0 . . 
3(а2—<&2) (т—р)(р—п) [а.—5)(а+3) 

1047. Л Х У + 1 Ь , 1049. 0. 1050. ^ п . 1051. 1. 

ft h 6ж2 Яг hb 

1052. 0. 1053. 0. 1054 0. 1056. 1057. 1058. f - , . 1059. 
l o a 8 5a 4a4 yi 

Ю60. 1061. P ^ r r 1062. 1063. 1064. 
15 b*n* 4 nam+2 5a2cn 1 2769 4 

Ю65. - * 1066. - Ц . 1067. 1068. 1069. fC . 
a-\-b a—b x4 Z{x—y) 

1070. 1 0 7 1 . ^ - f ? < - 4 . 1073. 
6bsx5 U5'1'bas ab4 ' 5 125a11 1 5a2 ' ' a + b ' 

1074. t = l . 1075. 1076. 1077. 1078. 
a—1 2 а а — о о a 

1087. 1088. 1089. Ш 1090. К Л 1092. 
lab За* Ьах о 

15* 



1093. с(1—х). 1094. 1095. 
J а(а—b) 4ab2 

1097- Ѣ-Ш+Ш-х 1099- ^Ь- 110°- ab{a>+a+iy 1 Ш ' 

1102. * 1104. r S ^ - K - v а 2 ~ 7 f + 1,0 
а 2 —о 2 1 + а (a-f-2)(a—3) а 2 + За + 2 

1106. 1107. 1108. і ш . 1112. 1. 
аг a a a-\-b 

1113. 1114. 1115. 1116. 

a2+ax+x2 1118 Ш 9 4abs Ш ( ) (a2 + l)2 

a2—ax-j-x2' ' ax(a—x)2 ' ' eft—£4' * 4a2 

1121. 1122. n ^ L 1123. f r ^ + ^ l 1124. « ± * 
b b2—x2y2 3a2— 6a + 2 ax 

1125. 1126. * 1127. 1128. 
b2+1 1—£2 ac-\-bc-\-ab b 

1129. 1130. 1131. 1132. 1 1 3 3 . ^ 5 . 
cfi—b4 a—2 9 a a2—b2 40 a 

1134. f . 1135. Ц 3 8 . « и з о . 
2 x ^ + x y - j - j V * ' ) b 

1144. (a + l ) 2 — a2 — 2a + 1. 1145. (2a + l ) 2 — (2a — l ) 2 = 8л. 

1146. (2a + 2)2 — (2a)2 = 4(2a + 1). 1149. ^ 2 ^ + 

1151. a + (a + 1) + (a - f 2) = 3(a - f 1). 
1152. i, 1153. -b — — 6 4 . 1155. a2b~2. 1157. a(a+b)~\ 

1158. b2a~2. 1159. 2 0 a - 9 . 1160. 1161. 56a~ 9 £ 2 . 1162 . 1. 1163. a 1 9 . 
1164. 3a2 . 1165. 2xm+n. 1166. a 8 - " . 1167. a 2 . 1168. —84а~ 2 £ 3 . 

116». £ 1171. « ш і ^ i m . ^ f . 1 

Ш , 1 1 Ж J ^ . , 1 , 8 . 1 M . . 1 1 , 9 . 

1180. 1181. 4. 1182. 8. 1183. 5. 1184. 4. 1185. 3. 1186. 4. 
100 ГГ* 

1187. 1. 1188. 9. 1189. 3. 1190. 0. 1191. 3. 1192. 3 1193. 28. 
1194. Б/э. 1195. 25. 1196. 6. 1197. 10. 1198. 7. 1199. 5. 1200. 9. 
1201. —1. 1202. 4. 1203. х/8 1204. 3. 1205. 10. 1206. 2. 
1207. 1. 1208. 1. 1209. 1. 1210. 17. 1211. —6. 1212. 6. 
1213. 7. 1214. Vis. 1215. 18. 1216. 5. 1217. 4. 1218. 100. 
1219. 10. 1220. 17. 1221. 13. 1222. 10. 1223. 11. 1224. 5. 
1225. 8. 1226. 3. 1227. 0. 1228. 1. 1229. 11. 1230. 2. 
1231. 7. 1232. I f , 1233. £ f 1234. 0. 1235. b—a. 1236 a—b. 
1237. - . 1238. 1239. a + b + c . 1240. a—b. 

a m m 
1241. b+~. 1242. 4 a + 5 6 . 1243. a. 1244. b. 1245. a 

a ш + ю 



1246. 1247. - 2 L 1248. . , а - 1249. - Л - . 
о-\-с а+1 Ъ-\-с — 1 а—1 

1250. . 1251. 1252. 1253. 
a-f-o+c а—с с-\-а а-\-с 

1254. - М - 1255. * + 1256. а - ± £ . 1257. 
2 а — 3 6 . а 6 а -{-b 

1258. ^ Ф І 1259. 1 1260. а. 1261. а. 1262. ab. 
а+1 

а — Ъ b — а 1263. а(Ь + с). 1264. 1265. - 1266. 
v b-f-c с ѵ 

1267. " 1268. 1269. 1270. « * ( » — » ) . 
b—1 a-\-b a-\-b а — b 

1271. 0. 1272. 1273. 1274. 
с + а а + 6 — 1 

1275. а — 5. 1276. 0. 1277. 1278. 1. 1279. 0. 
о 

1280. 1281. 1282. а Ш 
т-\- п ' ' стп ' ab -j- ас -f- be 

1283. _ • 1284. ^ ф - г - 1285. b. 1286. 1. 1287. 0. 
aag-f-beg -f- bdf a -j- b 

1288. 0. 1289. b. 1290. 0. ?1291. 1292. 1. 1293. 0. 
a + b 

1294. abc. 1295. - ' ,,, '—5. 1296. , , , . 
я + 0 a-\-b-{-c 

1297. • 1 2 9 8 - a b - 1 2 9 9 - — b 1301. 6. 1302. 1. 

1303. 1. 1304. 3. 1305. 1306. 5. 1307. 30. 1308. 2. 
an—bm 

1309. 1. 1310. 10. 1311. b—1. 1312. 1. 1313. 17. 1314. 19. 1315. 22. 
1316. 33. 1317. 23. 1318. 100. 1319. 7. 1320. 3. 1321. 10. 1322. 11. 
1323. 9. 1324. 2. 1325. 7. 1326. 4. 1327. 10. 1328. 22. 1329. 33. 
1330. 99. 1331. 11. 1332. 17. 1333. 100. 1334. 111. 1335. 13. 1336. 11. 
1337. 7. 1338. 10. 1339. 0. 1340. 2 f 1341. 3 f 1342. 7. 1343. 10. 
1344. a 2 — b2. 1345. a2 — b2. 1346. a42 + a + b. 1347. a. 
1348. a + b. 1349. 2a+3b. 1350. a + b + c. 1351. a + b-{-c. 
1352. " + < 1353. 1354. 1355. 

аг^ас-\-сг b—с a+b any-\-cm*q 
an-\-bm—2mn {a-\-c]mn-\-bn-\-dm ab—mn 

loao. n 1оэ7. ; r~T-, ;—. I0D0. a-\-b—m—n * " ат-{-сп-\-Ь-\-Н ' ' a-\-b—m—n 

1359. 1360. а Ъ } " + % 1361. 1 + 1 + f 2 . 
bc{a + d) cd(c + d) a2 — ab + b2 

1362. 1363. 1364. 1365. b. 
2a 3b 2a—b a-j-b 

1366. a + b. 1367. 1368. 1369. 
a -+- b a + b a + b 



1370 а 2 ^2 1371 + + + 
a + b ' * p2 {an + bm) + m2 {cq + dp)' 

1372. _ ( m - n ) be + (n~p) ac + (p-m)gb^ Ш 8 . q ^ ^ 1872. 
(m — n) a -j- (w — b (p — m)c 

1374. 1375. 1376. 1377. 
Зя—2b а*-\-аЬ-\-Ьл a-j-b о a—3c 

1378. 5 д ( 2 * ~ ] g f l . 1379. д З + л с + д с . 1380. а + 6 + с . 1381. a + £ - f c . 
— d 

1382. a + £ + c . 1383. 1 + i + i . 1384. a2-|-£2—c2. 1385. a+b-\-c. 

1386. 300. 1387. 160. 1388. 1389. 21. 1390. 9. 1391. 71. 
о 

1392. 960. 1393. 315. 1394- 537. 1395. 30. 1396. 49|. 1397. 9. 
1398. 65. 1399. 9. 1400. 20. 1401. 52 p., 80 к . 1402. 48000. 
1403. 34650. 1404. 1440. 1405. 180. 1406. 220. 1407. 530. 1408. 721. 
1409. 6510. 1410. 121600.1 1411. 40000. 1412. 32000. 1413. 800. 
1414. 5. 1415. 5. 1416. 260. 1417. 7°/o. 1418. 3200. 1419. 6°/o. 
1420. 4. 1421. 16. 1422. 9. 1423. 100. 1424. 112. 1425. 36. 
1426. 25. 1427. 39. 1428. 13. 1429. 188* и 17|. 1430. 155 и 465. 
1431. 33 и 39. 1432. 61А ж 1 5 J 9 . 1433. 2 п., 22 ф. и 1 п., 38 ф. 
1434.12000 и 12500. 1435. 20000 И 2000. 1436. 70 и 14. 1437. 180 и 
60. 1438. 78 и 122. 1439. 24 и 16. 1440. 43 и 17. 1441. 6 ч. , 
24 м. 1442. 48 м. 1443. 24 ч . 1444. 12. 1445. 175 и 105. 
1446. 20 и 15. 1447. 28 И 9. 1448. 36 и 24. 1449. 20 и 28. 
1450. 18 и 54. 1451. 6*. 1452. 35. 1453. 45. 1454. 20. 1455. 25. 
1456. 12. 1457. 74. 1458. 28. 1459. 49. 1460. 48 и 36. 1461. 8. 
1462. 3. 1463. 6 f 1464. 3. 1465. 22,5. 1466. 24. 1467. 24. 
1468. 360. 1469. 420. 1470. 8-f. 1471. В ъ 1 ч., 5 Л м.; 11 разъ. 
1472. 7 ч., Л м. 1473. 24. 1474. 600 и 80, 250, 270. 1475. 16000; 
4 ; 4000. 1476. 20000; 4. 1477. 36 и 28. 1478. 81 и 16. 1 4 7 9 . 3 5 . 
1480. 47. 1481. 5 и 20. 1482. 30 и 10. 1483. 17. 1484. 61 f 

1485. 6,4. 1486. 15,42. 1487. 1488. а 
п—1" ' Ъ—1' 

1489. d m n . 1490. a m f , . 1491. 
тп—т—п тпр—тп-\-тр—пр ръ 

Ч Л GO 1 0 0 а т п 1 jqq apt 1 /I Qf£ CL—bn 
1492. — - — г — . 1493. - f — . 1495. —f -г. 

np-\-mp х-т{тп—m—n)p 2 1200 c{n—1) 
1496. 1497. 1499. . 1500. 

m-\-b n-j-1 2 мп—m—n km-\-Rxn 

1501. <L. 1502. 1503. 1505. ^ + 
vt—v 2 (a—b) a—b 

1506. 3a. 1508. 1509. , abc Ш ( ) су+с^ 
vx—v ab + ac — be ax—a 

a2-^h2 a2 b2 a2 b2 

1511. —. 1512. - z i r - . 1514. b*+{p—b—x)* = x*; 2 a 2 a 2b r J 

k 



откуда л: = 1515. Обозначить гипотенузу черезъ л:, 

одинъ катетъ черезъ а и другой черезъ Ь. Тогда р — х = 
= а+Ь и (р — xf = {ct+bf, или р2 — 2рх + х2 = а2 + Ь2 + 2ab. 
Но а2 + Ь2 = х2; слѣдовательно, р2 — 2рх — 2ab. Площадь 

треугольника равна или ^ или ^ ; слѣдовательно, 2ab — 2xh. 
£ 4 

Ф2 

Поэтому, й2 — 2й.г- = -2/кс: отсюда л; = -rf—.-T. 1516. 250, 97. 2 (p+h) 
1517. 83, 98. 1518. 21, 10. 1519. 10, 19. 1520. 17, 13. 1521. 71, 14. 
1522. 9, 7. 1523. 10, 10. 1524. 0. 1525. 2$, 3|. 1526. .191, —71. 
1527. 2, —3. 1528. 11,55. 1529. 57,19. 1530. 14, 16. 1531. 6, 5. 
1532. 7, 9. 1533. 2, 1. 1534. 8, 1. 1535. 9, 5. 1536. —10|-, 5 f 
1537. —1, b 1538. — h — b 1539. —2, —3. 1540. — f , 1541. 11, 10. 
1542. — I , f . 1543. 12, 8. 1544. 12, 4. 1545. 7, 6. 1546. 8, 9. 
1547. 10, 12. 1548. 2, 3. 1549. 3, 4. 1550. 0,8, 0,9. 1551. Д , f 
1552. 3, 1. 1553. 7, 8. 1554. 11, 7. 1555. 17, 13. 1556. 5, —4. 
1557. —7, —3, 1558. 11, 10. 1559. 0,7, 0,9. 1569. 13, 10. 
1561. 4,4, 3,3. 1562. 9,99, 7,77. 1563 7,3, 3,7. 1 5 6 4 . 1 & M - 1565. 7, 5. 

1566. . 1567. f ( a + b), a + b. 1568. a + b, a —b. 

1569. 2a—36, За—2b. 1570. -\(a-\-b), \(a—b). 1571. la—bb, 5a—lb. 

1572. ^ Ь і , b - ± ± . 1573. a { T t \ 1574. * ± * 
ab—1 ab—1 аа—be ad—be с с 

1575. . —тт, , — 1 5 7 6 . См. отв. 1572. 
(a — 1) (b — 1) (а — 1) (b — 1) 

1б77> (а + 1) (b+ 1) b — a 1 6 7 а а с 1579. а - f b—с. 
ab — 1 ab—1 \# 

1580. а{а + b), b{a — Ь). 1582. 20, 1 7 * 5. 1583. -\{Ь + с — а). 
1584. 3, 2, 1. 1585. 1,7, 1,8, 1,9. 1586. 1,7, 1,5, 1,3. 1587. 11, 7, 9. 
1588. 28, 32, 40. 1589. 12, 16, 8. 1590. 21, 22, 23. 1591. 50, 31, 19. 

1592. 15, 12, 10. 1593. 1594. 55, 33, 11. 1595. ^ щ - -

1596. 9,9, 9,8, 6,3. 1597. : — х , У * , ' . 1598. 5, 3, 1. 
amp - f bnp + enq 

1599. b l £ , f . 1600. 3, 5, 7. 1601. 11, 13, 17. 1602. 5, 3, 1.-
1603. 9, 7, 3. 1604. Ц, 8-J-, 9£. 1605. 3-f, 2 f , I f 1606. Д ( 2 a + b — c ) , 
A ( 2 b+c—a), y\(2c+a—b). 1607. A ( « — 2 b + 3 c ) , 3\{b—2c+3a), 
A(C—2a+36) . 1608. Несовм. 1609. 2,3, 3,4, 4,5. 1610. 20, 30, 40. 
1611. 30, 20, 70. 1612. 10, 9, 8. 1613. 20, 21, 22. 1914. 5, 2, 0. 
1615. 1, 1, 1. 1616. 11,9, 7. 1617. 5, 3, 1. 1618. — ^ — . 1619. т ^ . 

o-f-c—a b-\-c 
1620. 2, 3, 1. 1621. 3, 4, 5. 1622. i , f 1623. 5, 4,3. 1624. 7, 3, 1. 
1625. 2, 3, 1. 1626. 1, 3, 5. 1627. 0, 1, 2, 3. 1628. 5, 4, 1, 3. 
1629. 4,4, 3,3, 2,2, 1,1. 1630. 21, 31, 41, 51. 1631. 1, 3, 4, 2. 
1632. 8£, 7, 4|, 4. 1633. 6, 12, 15, 18. 1634. 4, 6, 2, 1. 
1635. A ( 3 a — 2 b + c ) , &{3b — 2c+d). 1636. Д ( 4 a — 36 + 2c — d), 



Д ( 4 £ — b c + 2 d — а). 1637. 4, 5, 1, 2, 3. 1638. H*~b+c — d+e), 
\(b — с+d — е + а). 1639. 2, 1, О, 3, 4. 1640. 6, 5, 4, 3, 2. 
1641. a-\-d—5, b-\-e—s, с+а — s, d+b — 5, e+c — s, при чемъ 
s=i(a+b+c+d+e). 1642. b+c—e, c+d—a, d-+e—b. 1643. b-c+d, 
c—d+e. 1644. hiba + b + Ѣс — 2d+be), A(4£ + c + sd— 2e + da). 
1645. s—a, s—b, при чемъ s—\(a+b-\-c-{-d+e). 1646. ^{Ъа+ЪЬ— 
—7c+$d+e, 2l2{bb+Sc—7d+9e-\-a). 1647. Us—a), \{s—b), при 
чемъ s=Ua-\-b+c+d+e). 1648. Ца+d), }(b+e), \{a+c\ i(d+b), 
i(e+c). 1649. a+b+c, b+c+d, c+d+e. 1650. ,5, 4, 3, 2, 1. 
1651. 457, 355. 1652. 211, 537. 1653. 420, 60. 1654. 500, 580. 
1655. 30 и 360. 1656. 410, 1740. 1657. 4, 6. 1658. 10, 3. 1659. 80,100. 
1660. 60, 40. 1661. 53, 41. 1662. 70, 280. 1663. 60, 120. 1664. 200, 
160. 1665. Д . 1666. / 5 . . 1667. 209. 1668. 615. 1669. 60, 15. 
1670. 45, 10. 1671. 375, 300. 1672. 600, 1000. 1673. 52, 28. 
1674. 58. 1675. 38. 1676. 73. 1677. 12000, 4000. 1678. 750, 450. 
1679. 7000 p., 6 °/o. 1680. 3 p., 1 p., 80 к. 1681. Изъ первой бочки 
взяли х ведеръ, а изъ второй у. Тогда х-\-у—82. На одно 
ведро смѣси въ первой бочкѣ приходилось $$ ведеръ чистаго 
спирту и fo воды; в ъ другой же бочкѣ спирту и Д-о воды. 

Слѣдовательно, въ новой смѣси было спирту + 
50 100 

3 0 * , 70у TJ 

воды -JQQ- условія задачи имѣемъ новое уравненіе, 

( lr+І): (IF+Ш = - , o-w . = 
1682. В7І, 1 2 f 1 6 8 3 . 4 , 1 2 . 1 6 8 4 . 3 0 , 2 6 . 1 6 8 5 . 6 0 , 4 0 . 1686. Раз-
стояніе между А и К = я, первоначальная скорость у. Поѣздъ 

долженъ прибыть в ъ К в ъ - часовъ; но онъ на проѣздъ упо-
% У 

требилъ 2 + часовъ и на остановку 1 ч а с ъ ; слѣдова-
ТУ 

тельно, имѣемъ уравненіе: 2 4- х ~ Т 2 у + 1 = ~ + 5. Если бы оста-
іу У 

новка произошла на '400 верстъ далѣе, то получили бы уравненіе: 
£00 ^ - 4 0 0 + 1 = х з . 0 r > = 9 0 0 ; = 5 0 . 

л У Ь У 
1687. 100, 25. 1688. + 

x-j-y х—у - х~тУ 

+ = 10 ; х = 15, у = 3. 1689. 11, 9. 1690. 10, 14. 
X—у 

1691. 24, 4. 1692. 25, 12. 1693. 9, 4. 1694. 1200 р., 6 % . 
1695. 2 ч.; 1 Ч., 40 М. 1696. 24, 18. 1697. 56, 40. 1698. 162, 136. 
1699. 144, 36, 150. 1700. 200, 300, 120, 100. 1701. 2,5, 2, 1,5. 
1702. 9; 8, 11. 1703. 10, 12, 17. 1704. 50. 1705. l р., 80 к.; 80 к.; 
1 р., 50 к/5"' 1706. 8, 5, 18. 1707. 38, 17, 4. 1708. 60, 70, 35. 
1709. 70,". 50, 90. 1710. 751. 1711. 27000. 1712. 256, 320, 180. 
1713. 6000, '8000, 10000. 1714. 35. 1715. 5, 6, 8. 1716. 60, 40, 



120. 1717. 36, 32, 40. 1718. 15, 30, 26*. 1719. 78, 42, 24. 
1720. 99, 51, 27, 15. 
1721 a + b а — b ^ ^ а а п т 

2 2 " mn + 1 mn -f- 1* 

1723. 1724. d m T b " 1725. ( C l + b c \ 
ab i — axb аа—bo аа — be aatb — 1 

bjc + aa^i) 1727 nk(l—kl) + mkl (1—k) 100b — apx 

aa xb — 1' " k i — k ' * p — pi ' 
1729 ani (m + n) — bn (mt -f nt) 17g0 s (m + n) (aq — bp) 

mny —\m i n ' (a + b) (mq— np) 9 

5 (P + q) QЬт — an) Ш 1 d(p + q—n)^ m {a + b) 
{a + b) {mq — np) * ' mp + mq ~f- np' ' 2ab 

1733 (ad—bc)(a—b—c-\-d) ^ r{a—kkx) —k (Ь+ггг) 
2m (a—c) [d—b) ' ' kxr—krx 

1735. « — b + ^ L . . 1736. m n ^ - 1737. + % 
4m a — b an — от 2 (m -f- 1) 

a+b a b Ш 8 b + c ш о amp 
2 ( m 4 - l ) ' 2 2 " pm—pn-\-qn 

. и 
i 

2abc 2abc 2abc . g 
1741. — , —7—: r , , —• 1742. 1 3 V . 

a»+oc+ac ab-\-ac—be ab-\-bc—ас 

Ua, Ua, ha. 1763. 2a. 1764. 2. 1765. 2. 1766. 1,6. 1767. 
1768. 0,1. 1769. 0. 1770. 0. 1771. 2a2. 1772. 4a8. 1773. * > 2 . 
1774. « > 1 1 . 1775. x<3§. 1776. « < — 2 . 1777. « < 1 4 . 1778. « < 4 . 
1779. « < 4 . 1780. « > 1 . • 1781. « > 1 1 . 1782. * < 7 . 1783. « > * - ? . 
1784. « > — 1 . 1785. 10, 11, 12. 1786. 1 . . . . 1 9 . 1787. « < — 2 7 . 
1 7 8 8 . 5 . 1 7 8 9 . 5 , 6 . . . 1790. 3,4. 1791. 8 a — 1 5 > 0 ; откуда a > l f . 
1792. a < l f 1793. 4 — 3 a > 0 и 2 a + 1 5 > 0 ; откуда a < l | и a > — 7 £ . 
1794. a > f . 1795. Невозможная. 1796. a < | . 1797. « < 6 5 . 1798. Чи-
слитель < 3 . 1799. Числитель > 1 2 и < 2 4 . 1800. Невозможная. 
1801. Дробь увеличивается, когда а<Ъ- Это видно изъ неравен-
ства 1802. " + = Но ( a - 6 ) 2 > 0 или 

b-\- х^ b b a ab 

а*+Р>2аЬ\ слѣдоват., | + ^ > 2 . 1803. « = 7 + 3/, y=i — 2t. 

1804. 1—8/, 2 2 + 4 / . 1805. 11/, 6/. 1807. 2 + 9 / , 1 + 5 / . (1808. 3/, 
16/—15. 1809. 1 0 + 1 5 / , 5—13/. 1810. 2 + 5/, 1 + 4 / . 1811. 30—6/, It. 
1812. « = 4 8 — 5 у . 1813. Невозможная. 1814. 3 + 5 5 / , 2—6/. 1815. Не-
возможная. 1816. Невозможная. 1817. 3 + 1 7 / , 5—25/. 1818. « = 1 ; 
1 0 ; 19. 1819. Невозможная. 1820. 8 ; 10. 1821. j / = 4 ; 12. 1822. Не-
возможная. 1823. х=1 (4 рѣшен.). 1824. х—2. 1825. « = 4 : 9 , . . . 
1826. Невозможная. 1827. « = 4 ; 2 7 . . . 1828. 4 ; 1 8 . . . 1829. Не-
возможная. 1830. х=2; 4 . . . 1831. Невозможная. 1832. « = 1 3 ; 
26 . . . 1833. Невозможная. 1834. « = 1 ; у=3. 1835. Невозможная. 
1836. 3 + / ; 1 + / . 1837. 2—22/ ; 3 + 1 5 / . 1838. 13—8/г, 1 + 5 / , . 
1839. « = 6 + 7 / t ; _ у = 2 1 — 8 / j ; z=btx—2. 1840.127—63/ х ; 70/ х—20 ; 
11—80/ г . 1841.20/ і—5;15/ і—4;9/ , + 2 . 1842. 2 + 1 2 1 / 2 , 1 + 6 6 / г , 1 0 — 3 6 / 2 . 



1843. /—4, 16—2/, /. 1844. 7 + 3 / , 8 + 1 8 / , 9—13/. 1845. 41—5/, /, 
15—/. 1846. Невозможная. 1847. 1—77/, 2 + 1 0 / , 3 + 1 9 / , 4 + 3 1 / . 
1848. 6 и 4. 1849. 1 и 552 (10 рѣшен.). 1850. 12/—1, 11/—1. 
1851 271 и 13/. 1852. Нѣтъ цѣл. рѣшен. 1853. Числитель = 7 / + 2 , 
знаменатель = 8/—2. 1854. 1855. і и f 1856. Невозможная. 
1857 4 И 2. 1858. 42 и 4 (14 рѣшен.). 1860. 3 и 30 ИЛИ 7 и 5. 
1861. 1 и 36 (3 рѣшен.). 1862. 6 и 10 (3 рѣшен.). 1863. 1 и 22 
(5 рѣшен.). 1864. 6 способ. 1865. 3 и 5. 1866. 11 и 7 , . . . 
1868. Невозможная. 1869. 44 и 62 (2 рѣшен.). 1870. 20 и 8 (2 
рѣшеи.). 1871. 36/—1. 1872. 377 /+2 . 1873. 112. 1874. 35 и 40. 
1875. 2 р., 50 к. 1876. 320 (3 рѣшен.). 1877. * — 2 + 5 1 . 1878. х = 1 ; 
4 ; 7. 1880. Невозможная. 1881. * = 8 . 1888. 1, 35, 3 (18 рѣшен.). 
1889. 2, 23, 8 (8 рѣш.). 1890. 20, 10, 5. 1891. 5, 51, 244 (6 рѣш.). 
1892. 42, 10, 14 (3 рѣш.). 1893. 18, 30, 20. 1894. Двумя. 1895. 10, 
7, 2 (3 рѣш.). 1896. 8, 2, 26 (5 рѣш.). 1897. 1, 19, 26 (3 рѣш.). 
1898. 31, 10, 7 (3 рѣш.). 1899. 138. 1900. 693/2 + 2 . 1905, 26, 6, 
31, 1 (9 рѣш.). 1906. 162, 82, 42, 22, 12 (2 рѣш.). 



Замѣченныя опечатки. 

Н а п е ч а т а н о : Д о л ж н о б ы т ь : 

Страница 14, 9 строка снизу: содержащее . . . содержащее 

„ 165. 23 „ „ второю вторую 

„ 193, 4 „ „ по а по ^ 

„ 198, 13 „ сверху: проѣзжаеть . . . проѣзжаетъ 

„ 203, 2 „ „ неизвѣстнаго . . . неизвѣстнаго, 

„ 205, 21/22 „ „ прибѣкаемъ . . , прибѣгаемъ 

206, 13 „ снизу : = 3 = 3, 



I I I . Выписка изъ журнала Учеб. Комит. при Святѣйшегь 
Синодѣ отъ 17 декабря 1897 г, 

»Курсъ элементарной алгебры" г . Юревича- обладаетъ 
многими несоашѣнными достоинствами и является цѣнныагь 
вкдадоагь в ъ учебно-математическую литературу. Полнота, 
всесторонность іг безусловная ясность и простота изложенія 
не только ставятъ предлагаемый учебникъ на ряду съ луч-
шими существовавшими до сихъ поръ, но и даютъ ему право 
на ь°дпочтеніе. 

IV, Объ элементарной геоліетріи. 

Геометрія г . Юревича при достаточной строгости изло-
женія отличается ясностью и простотой. В ъ концѣ книги 
прибавленъ довольно подробна изложенный „курсъ земле-
мѣрія", что д ѣ л а е т ъ к н и г у пригодной для учительскихъ 
семинарій: Съ в н е ш н е й стороны книга производить пріятное 
в п е ч з т і ѣ н і е : она напечатана четкимъ шрифтомъ на хоро-
шей бумагѣ . и иллюстрирована, бодьшимъ количествомъ-
чертежей (322 чертежа) Р. Вѣст . 1Z февраля 1898. г . 



Ко всѣхъ извѣстиыхъ кпцжныхъ магазипахъ продаются елѣ» 
дующія изданія: ч 

1. Г, Я. Юревичъ. Курсъ элементарной алгебры и системах. сборникь 
алгобранч. задачъ. Часть I. Цѣпа 80 к. 

2. Часть II. Цѣпа 80 коп. 
3. Г. Я. Юревпчъ. Алгебра и eo6j>anie алгебраігч. задачъ (2368 зад.) 

для духовпыхъ семшіарій и женскпхъ гішназій. Стр. 312. Дѣиа 75 іс. 
4. Г. Я. Юревпчъ. Извлечете квадратныхъ и кубичныхъ корней кзъ 

чиселъ. Пособіе при ігзученін геомѳтріи для т ѣ х ъ учебпыхъ заве-
дѳнііі, въ которыхъ не проходится алгебра. Стр. 42. Цѣ і іа 15 коп. 

5 Г. Я. Юревичъ. Элементарная геометрія и собраніе геомѳтрич. 
задачъ, съ прилож. краткаго курса землемѣрія. Для женск. гимн., 
учительск. семин. и городск. учшшщъ. Стр. ^16. Цѣиа 60 коп. 

6. Г. Я. Юревпчъ. Краткая геометрія для двуклассыыхъ сельскихъ 
учшшщъ. Стр. 96. Цѣна 30 коп. 

7. Г. Я . Юревичъ. Приготовительный курсъ геометріи. Для город-
скихъ училищъ. Стр. 32. Цѣна 15 кон. 

8. Г. Я. Юревичъ. Краткій курсъ землемѣрія. Стр. 47. Цѣпа 20 коп. 
9. Г . Я. Юревичъ. Сборнпкъ ариометическпхъ задачъ для нач. учил. 

Составленъ прпмѣіштолыіо къ требованіямъ примѣрныхъ прогр. 
утвержд. Министр. Нар. Просвѣщ. 7 февр. 1897 г. Стр. 144. Цѣыа15 к. 

10. Г . Я. Юревпчъ. Собраніе ариѳметпческпхъ задачъ для ирпгото-
шггельн. классовъ среди, учебп. заведспіп. Стр. 106. Цѣпа 25 коп. 

11. G. Jurewicz. Zbi6r zadan arytjnetycznych dl szkoi. poczatkowvcb, 
148. Cena 20 kop. Warszawa. 

12. Я. Максимовъ и 11. Глушннъ. Родная пчелка. Книга для чтенія 
въ нриготовительныхъ классахъ сродшіхъ учебн. заведеиій и въ 
ннзшихъ училищахъ. Цѣиа 50 кон. 

13. Я. Максимовъ. Русская грамматика, съ болын. количествомъ 
письм. уиражн. Руководство для ученпковъ младш. классовъ средн. 
учебн. зав. и низншхъ училищъ. Стр. 84. Цѣиа 10 коп. 

14. Я. Максимовъ. Сборпикъ дпктантовъ въ связи съ прохождепіемъ 
начальной грамматики. Цѣна 20 коп. 

15. П. Гоьѣйно. Начатки русскаго правоппсанія. Сборникъ диктовокь 
для дтриготовительныхъ классовъ среднихъ, учебпыхъ заведеній и 
для началыіыхъ учнлшцъ. Цѣна 20 коп. • 

16. П. Ковалевскій. Географія для начальн. училищъ. Стр. 88. Цѣна 10 к. 
17. Н. Лебедевъ. Русскія ироиисн. Стр. 16. Цѣна 5 коп. 
18. Н. Лебедевъ. Новыя д>усскія прописи. Прямое письмо съ прпло-

женіемъ образдовъ другихъ болѣе употребителыіыхъ трифтовъ 
Стр. 16. Цѣиа 6 коп. 

19. Н. Лебедевъ.. Курсъ чистописанія. Прописи русскія, франдузскія 
и нѣмецкія съ приложеніемъ образдовъ другихъ болѣе уиотре-
бителышхъ трифтовъ. Стр. 32. Цѣиа 15 коп. 

20. И. Лебедевъ. Чтеніе рукоппснаго. Стр. 48. Цѣна 20 коп. 
21. Таблицы для иахожденія процентныхт^ отноіпеній и вывода ервд~ 

няго балла. Пособіе при составленіи отчетовъ для начальниковъ 
учебпыхъ заведеніи и классиыхъ наставнпковъ. Дѣна 20 код, 

22. М. Зернова. Новая русская азбука. Стр. 32. Цѣна одна коп ;;; 

Склады изданій Г. Я. Юревича: 
Главный скдадъ книгоиздательства въ г. Ригѣ , Мельничная улица № 7. 

Пмѣются склады: у Н. Н. Карбаспикова въ С.-ІІетербургѣ , МоскігЬ, 
ВиЛънѣ и Баршавѣ ; у Bp. Башмаковыхъ въ С.-Петербургѣ, Москиѣ и 
Казани; у Н. Я. Оглоблина въ С.-Петербурх^ѣ и Кіевѣ ; у В. Думиова въ 
Москвѣ и С.-І1етербургѣ; у А. С. ІІанафпдипой въ Москвѣ и С.-Петер-
бург:!»; въ магазішѣ >?Образоваиіе" въ Одоссѣ ; у Сыркіша въ Вильнѣ ; 
у Фабіанскаго въ Варшавѣ ; у И. Розова въ Кіевѣ и Одессѣ ; въ ,?Учеб' 
иомъ даагазннѣ" въ С.-Пѳтѳрбургѣ. . t 

В ъ главномъ складѣ всѣ ноішенованпыя выше книги всегда 
имѣются въ достаточномъ количествѣ . 


